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LA 


MÉCANIQUE DES MASSES VARIABLES 


LE PROBLÈME DES DEUX CORPS 


Par M. HENRI MINEUR. 


Résumé. 
Ce travail se compose de sept parties : 


I. Nous montrons que le probleme, qui est traité ici, est posé par la 
nature. La masse des étoiles diminue au cours du temps par suite du 
rayonnement de ces astres. Nous rappelons ensuite les recherches 
effectuées jusqu’a présent sur ce probléme. 


II. Nous cherchons les équations qui définissent le mouvement 
d’une masse variable dans un champ de gravitation donné. Ce problème 
admet deux solutions correspondant l’une à l'hypothèse d’un éther 
fixe, l’autre au principe de relativité. 

Si l’on adopte l'hypothèse de l’éther fixe, le mouvement d’une parti- 


| > eee 
cule de masse constante ou variable m et de vitesse V soumis a une 
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d ( a) sie 

died : 

Si l’on adopte le principe de relativité, le mouvement est défini par 


les mémes équations que si la masse était constante; on a donc en 
première approximation 


2 


force F est défini par 


LASER 
Lime F. 

I]. Dans la troisième Partie nous traitons le probleme de deux corps 
lorsque les masses de ces corps décroissent d’une manière très lente 
et lorsqu'on adopte la loi de Newton comme loi d'attraction. 

Dans ce cas le grand axe de l'orbite augmente en raison inverse de 
la masse mais la forme de l’orbite ne change pas. 

Il importe de remarquer que la méthode développée dans cette 
troisième Partie s'étend sans modifications à tous les problèmes sui- 
vants : soit un système d'équations canoniques dans lequel la fonction 
d’Hamilton contient une ou plusieurs constantes M, on suppose que 
l’on a intégré ce système lorsque M est constant et l’on se propose d’in- 
tégrer ce même système où l’on suppose cette fois M lentement variable. 


IV. Nous formons le ds? du champ de gravitation d’une masse variable 
en prenant pour point de départ la théorie de la relativité d’'Einstein. 


V. Nous montrons quel est le mouvement d’un point dans le champ 
de gravitation précédent : à l'augmentation du grand axe se superpose 
une augmention séculaire de l’excentricité. 


VI. Nous étudions la déviation des rayons lumineux au voisinage 
d’un corps de masse variable et la déviation des raies spectrales vers 
le rouge. Les grandeurs de ces deux phénomènes sont pratiquement 
les mêmes que si la masse était constante. 


VII. Nous comparons les résultats obtenus aux données de l'obser- 
vation astronomique. La loi de Newton apparait comme inopérante 
pour expliquer la relation période-excentricité des étoiles doubles: la 
loi d'Einstein comporte comme conséquence une augmentation simul- 
tanée de l’excentricité et du demi-grand axe comme on l’a observé 
statistiquement sur ces astres, mais la variation de masse des étoiles 
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est notoirement insuffisante pour expliquer numériquementla relation 
période-excentricité. Il paraît nécessaire de continuer ces recherches, 
ou de chercher ailleurs que dans la variation de masse des étoiles 
l'explication des faits observés. 


PREMIÈRE PARTIE. 
L'ÉTAT ACTUEL DU PROBLÈME. 


1. La masse des étoiles décroit. — La mécanique est une science 
d'observation, souvent même une science expérimentale; aussi, bien 
que dans ce Mémoire nous ne nous livrerons qu’à des recherches 
d'ordre théorique, avons-nous considéré comme nécessaire de montrer 
que le problème traité ici répond à une nécessité des sciences d’obser- 
vation et ne constitue pas seulement un jeu de l’esprit. 

La masse des étoiles décroit tres lentementetse transforme en rayon- 
nement. Rappelons succinctement comment on est parvenu à ce résultat. 


2. Preuve tirée du rayonnement stellaire. — L’ observation des astres 
le plus éloignés, qui sont de petites nébuleuses spirales, nous montre 
que ces corps sont dans un état analogue à celui des astres les plus 
rapprochés; le temps que met la lumière pour venir des confins de 
l'univers est donc une très petite fraction de la durée de vie d’un 
astre; ce temps est de plus de deux cent millions d'années pour les 
astres les plus faibles que l’on connaît actuellement. 

D'autre part, la géologie nous apprend quela terre estsolidifiée depuis 
un temps qui est certainement supérieur à un milliard d'années. 

Enfin l’étude des mouvements stellaires nous montre que l’équipar- 
tition de l'énergie cinétique des étoiles se trouve réalisée dans la Voie 
lactée : cette équipartition résulte des passages incessants des étoiles 
au voisinage les unes des autres, et ne peut se réaliser qu’au bout d’un 
temps assez long appelé temps de relaxation. Les estimations les plus 
modestes assignent au temps de relaxation de la Voie lactée une durée 
supérieure à 10'° années. 

Dès lors apparaît une difficulté qui a embarrassé un moment les 
astronomes : 
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Les étoiles rayonnent une énergie lumineuse pendant un temps qui 
est supérieur a 10'? années. Quelle est la source de cette énergie ? 

Aucune des sources d'énergie auxquelles on pouvait faire appel il y 
a une vingtaine d'années ne permettait d'expliquer le rayonnement 
solaire, par exemple, pendant un temps aussi long que 10"? années. 

On appelle constante solaire l’énergie reçue sur 1 de la surface 
terrestre en une minute, lorsqu'on a tenu compte de l'absorption atmo- 
sphérique. La constante solaire est de 1,938 petites calories. 

L'énergie totale rayonnée par le soleil est donc de 1,026 x 10° ergs 
par an; sa masse étant de 2,00 X 10°° gr, chaque gramme de soleil 
rayonne 6.10’ ergs par an. 

On a d’abord cherché l’origine de cette chaleur dans des phénomènes 
simples : 


a. Une combinaison chimique telle que celle du carbone et de l’oxy- 
gène dégage 10'' ergs par gramme de composé; un phénomène de 
cette nature n’expliquerait donc le rayonnement solaire que pendant 
1000 ans environ. 


b. On a invoqué la chute des météorites comme une cause d’entre- 
tien de la chaleur solaire, un corps de masse m venant de l’infini avec 
une vitesse nulle atteint la surface solaire avec une vitesse donnée par 


Saree ts 

2 me=f-- ? 

J étant le coefficient de laloide Newton, Mlamasse et Rle rayon du soleil. 
En unités C. G. S. : 


M = 2.10%, R= 6,95. 10°, F0: 10. 


L'énergie cinétique apportée par un gramme tombant sur le soleil 
est donc 
2,10! ergs. 


Pour entretenir le rayonnement solaire par ce processus, il faudrait 
que le soleil reçoive annuellement une masse de météorites représen- 
tant la fraction 3.10-* de sa masse. En 30 millions d'années la masse 
du soleil aurait doublé. L'énergie de formation du soleil explique son 
rayonnement pendant un temps qui est du même ordre. 
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c. La radioactivité expliquerait le rayonnement solaire pendant 
10'° ans si le soleil était tout entier en radium. 

Ces trois sources possibles de l’énergie rayonnante solaire sont donc 
insuffisantes pour expliquer le rayonnement de cet astre pendant une 
durée supérieure à 10'? années. 

L’origine de la chaleur solaire a été suggérée par le principe de rela- 
tivité restreinte : 

Un corps de masse propre m, animé d’une vitesse ¢ par rapport aux 

observateurs a une masse apparente 


où c désigne la vitesse de la lumière. Développons la quantité mc? 
suivant les puissances de : : 


ae Sr 
me?= Mo c? + 5% Pline 


Le terme ~m, ¢° représente l’énergie cinétique du mobile, on est 
ainsi COTES à interpréter le premier terme m,c? comme une énergie. 

La matière ne serait donc qu’une forme de l’énergie. L'hypothèse 
actuellement admise est que la masse des étoiles se transforme en 
énergie rayonnante par un processus encore inconnu. 

Un gramme de matière équivaut 4 9.10°° ergs, donc si le soleil 
rayonne constamment au taux actuel il est capable de durer 6 x 10'* 
années en détruisant sa masse. Le taux de cette destruction : 4 millions 
de tonnes par seconde, nous donne une idée de l’énergie du rayonne- 
ment solaire. - 

L’hypothése de la destruction de masse explique donc le rayonne- 
ment stellaire pendant les durées de temps exigées par l’astronomie. 


3. Preuve tirée de la mesure des masses stellaires et de l’évolution des 
astres. — Les astronomes ont pu constater d’une maniére presque 
directe la diminution de la masse des étoiles. 

Il ne peut être question de déterminer à diverses époques la masse 
d’un astre et de comparer les résultats obtenus : la diminution relative 
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de masse en cent ans par exemple est si faible qu’elle restera très long- 
temps en dehors de nos possibilités de mesure. 

Mais on peut procéder autrement : 

L'étude spectroscopique des étoiles a permis de les ranger en une 
suite continue, et les théories de l’évolution stellaire ont montré que 
cette suite représentait la succession des états par lesquels passe une 
même étoile au cours de sa vie. + 

On admet que toutes les étoiles ont la mème évolution et sont dans le 
même état lorsqu'elles ont le même âge, les différences physiques 
constatées entre les étoiles que nous observons actuellement provien- 
nent donc des différences d’ages de ces astres. 

Une étoile commence par être géante du type M, de très grande 
dimension et de basse température (3000°), puis elle se contracte en 
augmentant de température jusqu’à atteindre le type B(12000°) par- 
courant la série spectrale du type M vers le type B. Puis, continuant à 
se contracter, l'étoile devient une naine, sa température diminue et 


elle parcourt la série spectrale en sens inverse du précédent de B 
vers M : 


> —— - 
M K G F A B B A F G K M 


Géante. Naine. 


Les astronomes sont capables de reconnaitre le type spectral et la 
catégorie (géante ou naine) d’une étoile d'après son spectre. 

On sait d'autre part que de nombreuses étoiles sont doubles et que 
les masses des composantes peuvent être évaluées lorsque l’on connait 
les éléments de l'orbite et la distance du couple au soleil. On a pu ainsi 
évaluer les masses de nombreuses étoiles. 


Voici ce que l’on trouve pour la masse moyenne de chaque catégorie 
d'étoiles : 


Géantes. Naines. 
Catégorie........ Me Ror OE ee ea ee es 0 
Masses, sit, <n 20. "10, _.8 7 Gn. mit ne S.. 0 eee 


> 


Sens de l’évolution, 


L'unité de masse est 


la masse du soleil (qui est une naine du 
tvpe F8). 


PEN 
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Comme nous l'avons dit, toutes les étoiles sont considérées comme 
identiques mais d’âges différents. Le Ses précédent s’interpréte 
donc de la manière suivante : 

Au cours de son évolution une étoile perd sa masse qui décroit 
de 20 fois la masse solaire pour les géantes M au tiers de cette même 
masse pour les naines du type M. Il est très naturel d'admettre que la 
masse détruite est transformée en énergie rayonnante. 


4. Caractères de la décroissance de masse des étoiles. — L'un des 
caractères de cette décroissance de masse est son extrême lenteur 
relative. Les théories concernant l’état intérieur des étoiles nous 
apprennent que la relation entre la masse M d’une étoile et le temps ¢ 
est régie par l’équation 
=— aM’, 


le coefficient « a pour valeur 


a= 5.10—'* (masse du soleil )—? (année)-". 


Aussi ne doit-on pas attendre d effet mécanique observable résul- 
tant de cette décroissance. 

Mais un autre caractère de cette variation de masse est sa très grande 
durée en sorte que de très petits effets mécaniques de ce phénomène 
peuvent s’accumuler au cours du temps et être observés par compa- 
raison de l’état présent de divers systèmes considérés comme diffé- 
remment âgés mais initialement identiques. 

Aussi l’étude de la mécanique des masses variables nous a-t-elle 
semblé digne de retenir l’attention comme intéressant la cosmogonie. 

Nous nous bornerons ici à l’étude du problème des deux corps 
lorsqu'une des masses est très petite vis-à-vis de l’autre et lorsque la 
variation de masse est très lente. 

Avant d'aborder cette étude, examinons les résultats que l’observa- 
tion nous fournit au sujet de l’évolution d’un système de deux corps. 


5. Évolution des étoiles doubles. — L'hypothèse la plus répandue 
actuellement au sujet de la formation des étoiles doubles est celle de 
la scission : une étoile se scinde en deux masses qui constituent ainsi 
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une étoile double à très courte période (quelques jours) et à orbite 
presque circulaire. 

Puis la période du couple augmente progressivement, les deux 
étoiles se séparent de plus en plus. En même temps l’excentricité de 
l'orbite augmente. 

Nous verrons que la diminution de masse expliquerait tout au moins 
qualitativement ce phénomène, mais pour être complet il faudrait faire 
une étude approfondie de l'influence sur l’évolution du couple, des 
passages des étoiles dans son voisinage. 

Nous nous bornerons à montrer le phénomène le plus net que l’on 
ait constaté à propos des étoiles doubles : 

Si l’on classe les systèmes d’après leurs périodes, et si pour chaque 
catégorie on calcule l’excentricité moyenne, on trouve un nombre qui 
croît avec la période comme le montre le tableau ci-dessous : 


Période moyenne. Excentricité moyenne. 

RS TOUL ere | 0,047 
AO NET ne re 0, 147 

D LOT Pan e onde ere de ei onc 0,324 
A D ala ce eae, 0,390 

D Ete PS Oye ie pic rcs Bane 0,423 

7 

UNSS SR RSR TO NI ECC CE 0,914 

LE Beare ree ar kee ee 0,539 


Ce résultat s’interpréte par une augmentation simultanée de la 
période et de l’excentricité au cours de l’évolution d’un système 
binaire. 


6. Résumé des recherches effectuées jusqu'à présent sur la mécanique 
des masses variables ('). — a. En ce qui concerne la mise en équation 
du mouvement d’un mobile de masse m, variable dans un champ 
donné, la plupart des auteurs ont adopté l’équation 


(1) oe 


> 
mae il, 


‘à La bibliographie de ce problème est dès maintenant assez étendue. Signalons en 
ee les travaux de Jeans (Astronomy and Cosmogony, et Monthly Notices of 
t, 85), de Mae Millan (Monthly Notices of R. A, S., t. 75), des géométres 
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7 ets . . pe . . . 
¢ désignant la vitesse du mobile et F la force agissant sur lui. Mais 
Levi-Civita a proposé récemment l’équation 


Il importait de préciser sur quelles hypothèses physiques ces équa- 
tions sont basées, nous montrerons que (1) correspond au principe de 
relativité resteinte et (2) à l'hypothèse d’un éther fixe. 


6. En ce qui concerne l'expression de F les auteurs ont tous admis 
jusqu’à présent que la force exercée par une masse M sur une masse m 
située à une distance r était donnée par la loi de Newton, 


> 
M.m r 
= m4 
rar 


F=—f 


M désignant la valeur de la masse centrale à l’époque considérée. Une 
telle loi de force résulte bien des équations invariantes de la loi 
d’attraction newtonienne, nous verrons que l'expression de la force est 
toute différente si l’on prend pour point de départ les équations de la 
théorie d’Einstein. 

Par contre les mathématiciens ont rarement supposé que la masse M 
variait lentement, ils ont laissé la fonction M(¢) arbitraire et ils ont 
cherché à résoudre le problème de deux corps, ou tout au moins ont 
cherché des propriétés du mouvement des deux corps, en s’attachant 
particulièrement au demi-grand axe et à l’excentricité de l'orbite. 

Douboschine a montré comment le problème pouvait être résolu par 
approximations successives. Les géomètres italiens se sont particu- 
lièrement attachés à l’étude de l’allure du mouvement lorsque le temps 
devient infini, en apportant quelques restrictions relatives à M(¢). 

De ces travaux nous allons extraire trois résultats particulièrement 


simples. 


c. Soient M une masse variable et m une masse négligeable vis-à-vis 


italiens tels que Armellini, Levi-Civita, etc., (Rendiconti dei Lincer, depuis 1913), enfin 
dernièrement de Stepanoff et Douboschine (Russian Astrophysical Journal, vol. IV, V 
et VI). 


Ann. Éc. Norm., (3), L. — JANVIER 1933. 2 
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de la précédente, en sorte que l’on peut supposer M fixe. Étant donnée 
une courbe C quelconque tournant sa concavité vers M, on peut. 
toujours choisir pour M une fonction du temps telle que la trajectoire 


de m soit précisément C. : 
Il est facile d'indiquer la démonstration. Écrivons en effet la formule 


de Binet : : 
w(t) 
‘ r I f.M 
| a fes 


r étant connu en fonction de 0, cette équation définit M(8); d'autre 
part le théorème des aires 


définit ¢ en fonction de 9, on peut donc définir M en fonction de ¢. 


d. Un autre résultat simple est le suivant : si la masse M varie lente- 
ment l'orbite est une ellipse d’excentricité constante dont le demi-grand 
axe varie en raison inverse de M. 

Écrivons en effet les équations du mouvement en coordonnées 


polaires : 

Ste ii pe) 
dt? dt Pete r° “ 

29. dr dd 

de dt dt 

La seconde donne 
, dû 
r D. — C 


ou 
M(t)a(i—e?) = a 


Formons la combinaison des forces vives : 


: ww fe ‘ 
(ie équation) = + (2° équation) ER 
fo Iai ur A LA ag À CA LA 
Hdi At Ho Ne ALES 2 dt 


ou 


fe Mey] £48 


4 


, 
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or 


d (à) 2 dM I I 
—{—})—=-—), car -=-, 
r a 


cette équation s’écrit 
- d 

ae (aM) =o, 

donc 

M.a=const., 


e = const. 


L’orbite reste oe à elle-même (e = const.) mais ses dimen- 
sions varient comme | - Cette augmentation deaau cours du temps est 


trés lente, par ee le rayon de l'orbite terrestre augmente de 1™ en 
cent ans et la durée de l’année diminue de 0‘,00042 par siècle. 
e. Ainsi dans le problème des deux corps : forme de l’orbite ne 


change pas et ses dimensions varient comme =: On peut dégager de 


l’ensemble des travaux cités une généralisation partielle de ce 
résultat. 

Si n points s’attirent suivant la loi de Newton et si leurs masses 
varient trés lentement en restant proportionnelles entre elles, le 
mouvement est le même que si les masses étaient restées constantes, 
à condition de multiplier à chaque instant les longueurs par un facteur 
inversement proportionnel aux masses. 

Soient n points de masse m;,.de coordonnées æ;y;2;, s’attirant sui- 
vant la loi de Newton. | 

Puisque les masses m; varient proportionnellement nous pouvons 


poser 
m= Kt) mio 


où A(t) est une fonction de ¢ variant très lentement, et les 7%, des 
constantes ne dépendant que de z. 


Fa 
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Le mouvement d’un Lu est défini par 


— Ti) 
= ee Ti) Mi 


da 
de 


ou ; 
= AX (2, ¥, £, Lt, Yu 81), 


X est une fonction de æ, y, 3, æi, Yi, 3; homogène et de degré — 2 par 
rapport aux 2, y, 2, Zi; Yi 3; OU, si l’on préfère, par rapport aux 
longueurs. 

Nous allons chercher le mouvement en substituant aux 2;, y;, 3; les 
inconnues &;, n:, ¢; définies par 


Ti—= 5 bis 
I 

Vi x Me 

Si +6 


et en substituant à la variable + définie par 


À étant proportionnel aux masses, les £, n, € sont les coordonnées des 
points à condition de prendre à chaque instant une unité de longueur 
inversement proportionnelle aux masses. On a 


ex a d?À 


PSS A de? ran, dt 
et 
X (x, ¥, 5, Piy Yiy 31) = X(E, n, 6, Ee, Mi Ci): 
L’équation du mouvement s’écrit donc 
d 1 ah 
TX E,n,6, bi MH &) HET Ga an 
La variation de masse étant trés lente, négligeons le terme ES Sat 
il reste 


ae 
= = X(E, n,&, Ei, Ni; Gi). 
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C'est l'équation du mouvement si l’on suppose À = 1, c’est-à-dire si 
les masses sont constantes. 
Si la variation de masse n’est plus infiniment lente, mais linéaire en 
fonction de 7, le théorème est encore vrai. Ceci se traduit par 
d?À a”) di\? 
À —— =0 ou À — 0 — ) = 
dt? dt + 
c’est-à-dire 
dh 
=. — const. À?. 
dt ‘ 
Ce théoréme n’est qu’une indication, il est insuffisant : dans un sys- 
téme stellaire les masses ne varient pas proportionnellement : À n’est 
pas un facteur universel. 
Malgré cette restriction on devine qu’un système stellaire au cours 
de son évolution se dilate à peu près en raison inverse de sa masse 
totale. 


DEUXIÈME PARTIE. 


MOUVEMENT D’UNE MASSE VARIABLE 
DANS UN CHAMP DE GRAVITATION DONNÉ. 


7. Dynamique du principe de relativité restreinte. — Nous allons 
résoudre ce problème : une masse m, fonction de temps rayonne sphé- 
dm, 


riquement l’énergie — ec? — dt dans l'intervalle de temps dt, quel est 


dt 
son mouvement? 


Supposons d’abord m, constant. 
> 


Placons-nous au point de vue de la relativité restreinte, soient G 


> . 
l'impulsion d’univers du mobile; F(T, X,, X,, X;) la force d’univers 
qui agit sur lui, si la masse m est constante, l’équation du mouvement 
s’obtient en écrivant que 


ey 
=F; 


ds désignant le temps propre du mobile 


d= af à ay 
3 
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Si l’on admet le point de vue de la dynamique newtonienne, les 
équations du mouvement se déduisent des précédentes en faisant c =, 
donc ds = dt et T=o. La masse au repos m, est liée à m par 


On sait qu’il est possible de supprimer la notion de force et de la 
remplacer par celle d’équipollence physique('). Comme nous utilise- 


rons ce point de vue rappelons brièvement en quoi il consiste. 
De Re 
En chaque jé de l’univers. prenons des axes e,, e,, e,, €3, le 


déplacement dM d’un événement d’univers a pour expression 
> > 
dM = Zw'e;, 


où &°, w', w?, w* sont quatre formes linéaires de différentielles par 
rapport aux coordonnées curvilignes de M. 
Supposons que l'intervalle de deux événements ds? soit donné par 


ds = c?(w°)? — (w!)? — (w?)? — (w°)?. 
On considére un parallélisme de proche en proche, ou équipollence 
physique; ce parallélisme se trouve défini si l’on connait la relation 


> > 
entre les vecteurs e; en M et les mémes vecteurs en M + dM 
fe 
dees dw) ex, 


cette formule signifie que si l’on transporte en M par parallélisme le 


> 
vecteur (¢,) atdas Ol a 
Ap ba ame tal 2; Ck, 


hs . . e CRT RE 
les w; sont les coefficients d’une rotation, fonctions linéaires des «’. 
Le parallélisme permet de définir une dynamique dans cet univers. 


I SOG 5G MAT 9 TRS DIN sae, 


(1) E. CARTAN, Sur les variétés à connexion affine et la théorie de le relativité généra- 
‘disée (Ann. de l'Éc. Norm., vol. 40, p. 325, vol. 44, p. 1, et vol. 42, p. 17). 
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L'impulsion d’univers d’un point de masse propre m, est 


7 @o> wt> w2> AE 
M eo + my = ei + Mo Ex + Mo es: 


La mécanique consiste à écrire que le vecteur I reste physiquement 
équipollent à lui-méme dans le déplacement du mobile 


> 
Al; 


a x , , Q : Q SAT 
Si l’on a un système formé de plusieurs masses d’impulsions J, Is, ..., 
et situées au méme point, on aura 


= A 
di,+ dI,+...=0. 


8. Impulsion d’univers d'un rayonnement sphérique. — Pour mettre 
en équations le mouvement d’une masse variable m,, nous assimilerons 
la destruction d'une fraction dm de cette masse par rayonnement à la 
projection de photons de lumière d’énergie totale —c?dm, par le 
point M, avec la vitesse c de la lumiere, dans des directions réparties 
sphériquement. | 

Lorsqu'on examine la question de près on s’apercoit que l'essentiel 
du raisonnement réside dans la définition adoptée pour un rayonne- 
ment sphérique. 

On peut donner deux définitions du rayonnement sphérique corres- 
pondant l’une à l'hypothèse de l’éther fixe, l’autre au principe de 
relativité, adoptons d’abord celui-ci. 

Dans l'hypothèse relativiste on admettra que, par rapport aux axes 
entrainésavec la masse m,, la somme des quantités de mouvement des 
photons projetées sur un axe quelconque est nulle. En d’autres termes 
l'émission des photons a lieu sy metriqnement dans le système propre 
de la masse my. 

Soient x, y, 3, t les axes propres de la masse m, la somme des 


impulsions d’univers des photons émis pendant le temps dt a pour 
composantes 
T'= — dm, NT 7,0} 


T représente en effet la masse des photons émis, X', Y’, Z' sont nuls 


2k 
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puisque le rayonnement a lieu symétriquement dans le système propre 
de la particule. À 

Cette impulsion totale I’ est la mème que l’impulsion d’un mobile 
de masse — dm, au repos parrapport aux axes propres de la particule 
de masse m,. | 


cas : 
Le . . . = . . 
Soient V= a la vitesse d’univers du mobile et I son impulsion 


d’univers; par rapport aux axes propres de cette masse on a 


LE > > 
Ve, t= Ve 


> 
Nous venons de montrer que l’impulsion I’ du rayonnement est 
> TR | 
l'—= — dmoeo, 
donc 
= > 
I’—=— dm, V. 


Cette égalité étant une égalité de vecteurs est vraie par‘rapport à un 
système d’axes quelconques. 


9. Mouvement d'une masse variable. — Adoptons le point de vue 
de l’équipollence physique, soient 


la vitesse d’univers du mobile, et 
> > 
LV. 


son impulsion d’univers par rapport à des axes quelconques. 

Kcrivons que la somme des impulsions d’univers du mobile et de 
son rayonnement est restée physiquement équipollente à elle-même 
entre les époques t et t+ dt. 


LE , . Le . . . | 
À l'époque t cette somme se réduit à m, V, impulsion du mobile de 
masse M, ; à l’époque t + dt elle se compose de 


> > 
CE cas at) (¥ + dV ), 
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impulsion du mobile, dont la masse propre a augmenté de —* ae dt, e 


2 


de celle — Ÿ% dr Ÿ de l'onde rayonnée pendant le temps dt. 


Du point ie vue de l’équipollence physique on a 


HR 
(m+ = dt) (Ware os HV — mV =o 


ou 
ES 
dV = 0. 


Si la masse m, reste constante, l'équation du mouvement 


= 

di=o ib 
conduit au méme résultat 

ay 

dN = 0. 


Ainsi : au point de vue relativiste, le mouvement d’une masse variable 
rayonnant sphériquement est le même que celui d’une masse cons- 
tante. L’équation de ce mouvement s’obtient en écrivant que la vitesse 
d’univers du mobile reste physiquement équipollente à elle-même. 


10. Cas où Von admet la théorie de l’éther fixe. — On considère 
alors un système de référence particulier x, y, z, t appelé éther, la 
propriété essentielle de ce système est que les équations de Maxwell- 
Hertz sont valables par rapport à lui. 

On admettra qu’une masse rayonne sphériquement si l’émission 
des photons d'énergie — c° dm, est symétrique par rapport à ces axes 
liés à l’éther, c’est-à-dire que la somme des projections des quantités 
de mouvement des photons sur des axes liés à l’éther est nulle. 

Soit un mobile de masse variable m, animé à l’époque ¢ d’une 


7e re eer ae 
vitesse y par rapport à l’éther et soumis à une force F, écrivons que la 
variation totale de la quantité de mouvement de la masse m, et de son 


> 
rayonnement entre les époques ¢ et t + dt est F dt 


> > > > 

(m,+ dm,) \» + dv +0 —mv=Fdt 
quantité quantité quantité 

de mouvement de mouvement de mouvement 

du mobile à ¢+ dé du rayonnement du mobile à ¢ 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — JANVIER 1933. 3 
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ou L 
mo = + pe = F, 
ou d FS Ps 
. Fr EX +. 


On voit que dans l’hypothèse de l’éther fixe l'équation du mouvement 
d'une masse variable n’est pas la même que celle du mouvement 
d’une masse constante. Elle peut s’écrire 


+ 
de ae ihe = 


ea POS LE 
Mo dt 


> 

Tout se passe comme si m, était constant et comme si l’on ajoutait a F 
dm,” : ; > Dae d 

la force — "+ proportionnelle à ¢ et analogue à une résistance du 


milieu proportionnelle à la vitesse (le coefficient de proportionnalité 
ayant un signe quelconque). 


TROISIÈME PARTIE. 
LE PROBLÈME DES DEUX CORPS DANS L'HYPOTHÈSE NE WTONIENNE. 


11. Généralisation de la méthode de Lagrange. — Nous allons 
traiter ce problème par une méthode qui généralise la méthode de 
la variation des constantes de Lagrange; elle est différente de celle 
développée par Douboschine. 

Nous supposerons qu’une des masses M est prépondérante et peut 
ètre considérée comme fixe. 

Soient æ, y, 3 les coordonnées d’un point, 

UT dy Te: 
aw = a ges di 


celles de sa vitesse; si ce point est sollicité par une force cen-’ 


JM, . 
trale — —~ émanant de l’origine, où M est une constante, il décrit une 


—_ sadn 
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orbite keplerienne et les équations de son mouvement ont la forme 


(3) 


dis Xa, ..., & désignant six constantes d integration. 
Les expressions précédentes vérifient les équations 


Of4, | DV Os 
| | = els ot 
(4) | Ot, JM Oy FEM Y Os. 
A era RU ee 


Loa AU Ay, Aa, Az, Hy, As, AG M), 


Me delete ee ee ye 
Baa Falah. vies.» CCR CE )}. 
CI Oo RO hae Re Vs 
SU Ae Our or cee 5 
Be es lle ats te rame Da AS Ne 


Nous allons supposer que M, masse du corps central, est une fonction 
du temps et chercher le mouvement dans ces conditions. Nous suppo- 
serons en outre qu’une force perturbatrice mX, mY, mZ agit sur le 
mobile de masse m. Les équations du mouvement s’écrivent 


. Ayes LEE: 
’ +9 , i AU) OF © ? 
M(t) x A M(t) 
a rng Near ee 
dz! M(t) i See 
Oe a fee oe Ls 
dt f Tour ig 


Prenons comme nouvelles inconnues les six constantes a), G2, Os, 
4, Hs, %, considérées comme fonctions du temps ¢, définies par les 


formules (3). 


Les équations du mouvement s’écrivent 


Ox 


arc 


Ox da; te dx dM ea 
Ou, dt ANA me ak in 
= 


oO 
M x 
Dae TI oat: 


1 


4 ee da; Ox se gay Gey. 
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ou en tenant compte des équations (4) 


Ox da; 0x dM __ 

4 Og al. OM de 
Ox! da;  Oz' dM __ 
da; dt M dt — 


Procédons comme dans la théorie classique des perturbations : 


li Les : Ox! LE 
Multiplions la 1° équation par — in LAN” 
/ d ! 
» 2e » a a » — OM ; 
30 03! dz' 
» » — On; » _ OM , 
. Ox Ox 
» 4 » aa » a= aM ’ 
; dy dy 
» 5 » 0a; » + 9M’ 
Oz = 
» 6 , » aa, » at ou 


Ajoutons les équations ainsi obtenues. Nous obtenons ainsi 
: di dM 
rv aj L . ¢ 
(5) Dual +laMIS-=R; (=, 2. 3, 4, 5, 6). 
t=1 ; 


En posant 


i az 07 @¢ dx! 
La:a;]= S (se Oa; ~ Oa; om) 


a, x 3 


et 
F ua Ox 0x! Ox dx! 


Ces équations définissent les «; en fonction du temps. 
Si la force perturbatrice dérive d’un potentiel U, on a 


2 
“à 
> 
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42. Nouveaux crochets de Lagrange. — Si l’on suppose M constant, 
le calcul précédent n’est autre que le développement de la méthode 
classique de la variation des éléments. | : 

M étant variable, il s’introduit des termes nouveaux CMS. Nous 
ailons établir une propriété des nouveaux crochets [a;M]. 

On sait que les [a,;«;] ne contiennent pas explicitement le temps; 
pour le démontrer on écrit : 


d æ Ô Ox Oz! Ox! Ox 
(6) aa SOS Sr ae) 
ee ie eae oe 
Oa; Ot da, ot xa.) à 
On pose : 
as » _ JM 
Nr 


et l’on remarque que H ne contenant pas explicitement les cons- 
tantes a;, les parenthèses qui figurent au second membre de l’équation 


RS H ; 
ont pour expressions —— et = respectivement, en sorte que.ce second 
Oa;  Oai 


membre est nul. | 
L’équation (6) est encore vérifiée si l'on remplace à; par M, mais, 
H contenant explicitement M, on a cette fois ; 


dH =. ff OH dx’! OH Ox 
H=-L+h(a aM * 0x OM 


en sorte que 


(7) | SLaMI=-f 


En général, les nouveaux crochets dépendent du temps. 

Dans les applications futures de la théorie précédente, le plan de 
l'orbite reste fixe; nous simplifierons donc le problème en prenant 
celui-ci pour plan des xy. 

Nous n’introduirons ainsi que quatre éléments osculateurs qui 
seront : | 

Le demi-grand axe : a; 

L’excentricité : €; 

La longitude du périhélie : &; 

La longitude moyenne de l’époque o : o. 
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Le calcul des crochets tels que [ax] est classique, il reste donc à 
calculer les crochets [«;M]. 2 
~ Nous emploierons des axes intermédiaires OË, On; OF est dirigé 
vers le périhélie et On est perpendiculaire au précédent. 
Les coordonnées 2, y, 2” et y’ sont données par les formules 


acoso — 7 sinw, æ'— EË! coso — n'sinw, 

y= é Sins + 7 cosD, J'=E! sinw + 7’ coso, 

ae ;___ _nasinu 

Sn EO ea FER ab cones 
(8) Rt ES 

n= ay1— e?sinu, ple RAVER € cosu 

1— ecosu 
; x le 
u—esinu—nt+a, n= fM*a *. 


13. Définition nouvelle de la longitude moyenne. — Avant d’entre- 


prendre le calcul signalons une difficulté qu’on y rencontre : 
La formation des LA AAR mck ne présente pas de difficulté, mais il 
de Oa 05 
0 
da “ OM 
dË 


Par exemple la dérivée == est la somme de deux termes, obtenus le 


, x ) 
n’est pas de même pour les + et 


premier en dérivant par rapport à a explicitement 


a(cosu—e), 
le second en remarquant que u dépend de a par l'intermédiaire de n : 
u—esinu = nt +a, 
n dépendant lui-même de a par 
n =f VM a =. 

Nous désignerons le premier terme par 

0& 

da)’ 


JE On 
dn Oa 


le second a pour expression 


Ree See 
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Sor, 
Uae 08 : on. an 
; On dE . a a a 
en sorte que 
OF [dE 3n dE 
da la) sad 


Le second terme est tres gênant car il contient ¢ en facteur et don- 
nera des termes en # dans l’intégration des équations (5). 

On écrira des formules bee pour les dérivées de n, &, n', for- 
mules qu’on peut résumer par 


OV OV 
da ae 


OV 
(% ) ew la dérivée par rapport à a d’une fonction quelconque 


V de £, n, £’, ñ', obtenue en laissant de côté les termes qui s’intro- 
duisent par 


Un raisonnement identique au précédent montre que pour ces mêmes 
fonctions 


av _ [av n OV, 
oM — Gi + OOM © ” 
(sm) est la dérivée obtenue en (sant de côté les termes qui pro- 
viendraient d’une dérivation par rapport à w 
OV du on 
du On OM 
Formons les crochets 
[aa]. 


o; désignant un élément autre que A 
Ox Ox' Ox dx" 
pue [5 Gr — où 
ou d’après la formule précédente 


_Q [ex (ax! dv\ de] 3 n,Q [ae dx! dx da!) 
(201 = [5 Se) = (5 dl a à Se oe Ox: 


2 4 HENRI MINEUR. 


Désignons par ([a;«]) le crochet obtenu en observant dans les déri- 
vations la règle précédemment imposée : laisser les termes obtenus 
en dérivant par rapport à a ou M par l'intermédiaire de w; la formule 
précédente s'écrit . : 
| [aa] = (Lama) — 5 = ta0}. 
De méme | 

LæM] = ([æM]) + = ii Loic]. 


Remarquons que les crochets [a,c] sont tous nuls à l’exception de 


| [as] et [Mo]. 
Il en résulte que 
[a; a]—=([ai a]), 
[«iM]=([æ«M]), 


a; désignant un élément autre que a et M. 
On a évidemment 

[s a]=([s a]). 

[oM]=({oM]). 


Il ne reste donc à comparer que [ aM] et ({@M]). 
On obtient par un calcul analogue aux précédents 


HSE 


[aM]=([aM]) — : ~t{oM] += rie] 


Ceci posé, substituons à la variable 5 la nouvelle inconnue 5, définie 
par 
do, _ da dn 


AS ae CE 


et cherchons la forme nouvelle des équations. Calculons d’abord = 
ona 
nS a a a 
n=VfVMa à, 
done 


dn n. dM 3 n da 
dt” 2M dt 2a dt 


ner 
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Soit à; une variable autre que o, « ou M, explicitons l'équation (5) : 


da; dM aU 
Due] nr ur 
dU 


de aw | da do dM 

[oe] 5 + [ow] 5 + [aa] + [oo] + [aM]=E =— om 
Remplaçons $7 par son expression au moyen de 2 a ; 

de da 3n da 

[œe] dt Dr [«iw] Wt 5 {laa + 7: ns at 
aM de, : OÙ 
+ jf] alae |S ai +[ao0}]— CR 

ou d’après le calcul que nous avons fait : 


d d d do | 
[ue] + [aw] + (ua) Se + [ao] Ft + (LaM)) = 95 


Ces équations ont la méme forme que les équations primitives, a 
condition d’y remplacer [aa] et [aM] par ([a:a]) et ([a:M]). 
Ceci pouvait se voir plus rapidement en remarquant que les [a;5] 
sont nuls. L’équation 
da; _ Ae 
Liege = 


; : . do 
conserve aussi la même forge cae elle ne contient pas => et 
[s aJ=([¢ al), 
[oM]=([oM)). 
Puisque les [~;o] sont nuls, 2; désignant un élément autre que a et M, 
l'équation en = s'écrit 3 
0U 


da dM 
lool LME 
oe da aM dU 
La RE 
(sa (eM) = 


Considérons maintenant l’équation 


pen 
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PAS 
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c’est-à-dire 24 
di da ; 
[ae] % + Lawl + lee) g, +L4M) ap =— 375 | 
remplacons o en fonction de 5, et[aM] par l'expression obtenue plus 
haut : 


de dw n dM 3 À da 
[ae] 5 + Law] Sp + Lae) Te aol aay ok a a dt 
aM: want aM 3n 8 
A (LeM) sie a belay at MIT i ida 
ou en tenant compte de l'expression de [= } : 
| OU 
(Caen & + (Law + (Cash St + (amy) == (52): 


L’équation a 3 pis forme, les crochets [aa;] étant remplacés par 


aU 
les ([ aa; ]) et = Par (52 )- 
On ARE ie même résultat pour l'équation où le second membre 
oU 
M à 
En résumé : Dans le calcul des crochets de Lagrange et dans celui 
des seconds membres, on laissera les termes qui dans les dérivées par 


rapport à a et M proviendraient de 


est — 


OV du On OV du On 


Ou On Oa Sh Ou On OM 


et contiendraient ¢ en facteur. 

On continuera à définir le mouvement du point par les formules du 
mouvement elliptique où la longitude moyenne de l’époque s est rem- 
placée par 5,. 

Examinons 5, 


do, __ da er dn 
ite 18 ie 
donc 
nse+ fia, u=a+nt— [nai 
ou | 


Ti + fn dt=o + ni. 


j 
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_ La longitude moyenne Z est donc 


a+ fn dl. 


Pour calculer / à une époque quelconque il faudra donc faire en 
deux fois le calcul des éléments : on calculera a(¢), on en déduit n(¢), 
“ puis 5,, puis L. 


14. Équations qui définissent les éléments osculateurs. — Le calcul 
des crochets [«;«,] est classique, rappelons les résultats : 


I : Sarre at À 
Las]—— -na, [ae 0% [aw] =— <nayi— &, 
nae 


vi—e 


Le crochet [GM] se calcule immédiatement en remarquant que 


leci=6 [eo|]= ) [sw&]—o. 


| O(ba' — En) _o[VfVat— eV] 
Min NN) ACIN Va EVE 
| ee OM oM 
c'est-à-dire 
Fête ao yi 2 
EME aM 
Il est indépendant du temps; on pouvait prévoir ce résultat en remar- 


On se 7 
quant que 5 =o eten faisant dans l’équation (7) «= &. 
Pour calculer les autres crochets on remarquera par exemple que 
dE ot! OF dE! On dr. dn On! 
da OM OM da da 0M OM Oa” 


[aM] = 


> suffit de calculer ces dérivées au moyen des formules (8) et de les 
substituer dans cette expression, on trouve ainsi 


nae sin u 
[aM]=— PA TE Ed 
na? sin uw 
Lo Si pousai 
na? 1+ ecosu 
; ee ad 1—ecosu. 


Les valeurs moyennes dans le temps de ces crochets nous seront 


5 


28 HENRI MINEUR. 


nécessaires, elles sont données par la formule 


f= xf —ecosu) f(u) du; 


on trouve ainsi 


Il est facile avec ces données d’écrire les équations qui définissent 
les variations des éléments osculateurs : 
oy as Ra VI SE + LAURE 
2 ds a. D 


nate dw  na*sinu dM 
== _ _—__ + — — —=R,, 
Vi—e? dt 2M. dt 


I da na? 1+ ecosu dM _R 
2 dt 2M 1—ecosu dt  ° 


Le calcul des seconds membres est cMèsique, on le trouvera au 
Chapitre XXVII, vol. I, du Traité de Mécanique céleste de Tisserand ; 
dans les équations ci-dessous R désigne la composante de la force per- 
turbatrice suivant le rayon vecteur, S sa composante suivant la per- 
pendiculaire à ce rayon et ¢ l’anomalie vraie : 


r 
R,=R-, 
a 
2+ecosvy.. 
R.=— Racos¢ + SARA hae 
I1—e? 
a V1 — e? 
RoR sinp + S 
Vi—e 


Nous avons signalé que la variation de masse des corps célestes est 
très lente, aussi les effets de cette variation ne se font-ils sentir qu’au 
bout d’un temps très long et seuls les termes séculaires des éléments 
osculateurs nous importent. De plus, comme nous l’avons dit, nous 
Supposons que M décroit très lentement en sorte que nous pouvons 
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supposer dans les équations précédentes = constant pendant un temps 
très long. 

Pour obtenir les termes séculaires nous pouvons donc prendre les 
valeurs moyennes des deux membres des équations (5) pendant une 


révolution. Les mêmes résultats seraient valables si = variait avec 


une période différente de celle de la révolution du corps considéré. 
On obtient ainsi, en résolvant les équatiôns par rapport aux déri- 
vées des éléments osculateurs, | 


da adM 2e j 2aVi—e S 
— + SS Ringe + A 
dt M dt n/1—e n r 
à 
de Viet). a—e)}S Vr—e 
RS are Rsing + — — - 5, 
(9) PE ke nate 
ds /1— €? — e°? I 
= 4 —* Roose + ono aided ——_—— Sr sinp, 
na na na \/1— e 
do 2 1— e? I— €? I 
— —— — Rr R cos p — ing — —— i 
ae 8 - S sine Te Sr sine. 


15. Problème des deux corps lorsqu'on adopte l'équation ra my. = 
Il suffit de poser dans les équations précédentes 


AR —%; SD, 


les équations donnent immédiatement. 


e— const., m5 — const., g —consi., 


aM — const. 


L’orbite a une excentricité constante, la direction du périhélie reste 
fixe ainsi que la longitude moyenne de l’époque zéro. Le demi-grand 


: É ATEN € 
axe varie proportionnellement a ;;- 


Ces résultats pouvaient être prévus par application du théorème 
démontré au paragraphe 6, mais la théorie qui précède nous sera 
nécessaire dans la cinquième Partie. 


16. Problème des deux corps lorsqu'on adopte l'équation £ (me) F. 
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— Ge cas se ramène au précédent à condition d’ajouter une force per- 


turbatrice — * ¢; Il suffit donc de poser dans les équations (9) 


dt 
dm ar 
R=— > uae | M 
pee dm da 
: ao ie ewe 


; dm 
Nous admettrons encore que pendant un temps très long => est 


constant. Le calcul des seconds membres des équations est le méme 
que lorsqu’on étudie le mouvement d’une planéte dans un milieu 
résistant, la résistance étant proportionnelle a la vitesse. On trouvera 
ce calcul développé au Chapitre XIII du quatrième volume du Traité 
de Mécanique céleste, de Tisserand. Désignons par « et 8 les compo- 
santes de la vitesse du soleil suivant la direction du périhélie et sui- 
vant la direction perpendiculaire, et bornons-nous aux équations qui 
définissent les variations a et de e, 


da a dM 2adm _ 

dt" Mat mat 
oles AMIE 

dt Bias es ner “dt. 


0; 


En pratique la valeur moyenne de $ est nulle, en sorte que les seuls 
termes séculaires que les variations des masses M et m puissent pro- 
duire sont définis par 

a.M.m?=const., 


e == const, 


On voit que a augmente en raison inverse de Mm? et que l'excentricité 
reste constante. 


QUATRIÈME PARTIE. 


CHAMP DE GRAVITATION D'UNE MASSE VARIABLE 
° DANS L'HYPOTHÈSE EINSTEINIENNE. 


| {. Equations d'Etnstein. — Rappelons brièvement quelles sont les 
équations de la théorie d’Einstein. 


té 
"A 


7 
3 

> 

» 
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> > > 
Soient = Cy Be 5 Es quatre axes rectangulaires choisis arbitraire- 


_ ment en chaque point de l’univers, le vecteur dM qui joint deux évé- 
nements infiniment voisins a pour expression 


aM re OA 
les w' étant quatre formes linéaires par rapport aux différentielles des 
coordonnées de M: l'intervalle d’univers correspondant est donné par 


ds? — (ah) — c* (0°)? — (!)? — (w?)? — (w°)?, 


Si l’on transporte par équipollence physiqueles axes ej d’origine M+ dM 


= 
au point M, ils diffèrent des axes e; en ce point de quantités 
> > > . > 
oan Pee es (Eyes de; = Zw; ex. 


Les w; sont des formes linéaires par rapport aux w’, elles définissent 
L équipollence physique de proche en proche dans l'univers. Le mou- 
vement d’une particule de masse unité s'obtient en écrivant que son 


. . 9 . dM ¥ . û ° = A 
impulsion d’univers — reste physiquement équipollente à elle-même. 


Si en un point de l'univers on a des corps de masse m; et de 


> 
vitesses U;, Vj, ¥; (par rapport aux axes é,) on appelle forme élément 
de matiere le vecteur 


> = > cS > 
i = Ie, + Ile, + We, + We, 
< 
ou 
1° Ym; 0,0! wo? — Emiu;o? wo? wo — Em;p;o o' wo — Êm;wv;oto?u, 
I = 3m; u;0! wo? wo} — Lm,u? ow 00 — Emiu,pi0 wo, 0° — Lm; ujw,o' wo? w°, 
= 3m; 6,01 w? wo — Lm; uj; 0? oo — Emi? ow! ot — Emiviwiw! wo, 


= no! wo? wo? — LMU; 74,0? o? wo — Lm, e440? wo wo — Lmjw7 w'w? wo", 
On appelle torsion de l’espace temps le vecteur 


> 
Tei, 


ste 


Qi— CO ALTAYLR 


+ : 
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Le bivecteur de courbure 
[>> 
sal ee; | 


est défini par 
Lu [os] — [okox/]. 


Rappelons la signification géométrique des Q;.. 
Décrivons un contour défini par les produits extérieurs [w‘w’], la 


> : | > : 
variation du vecteur e; par équipollence physique pendant ce trajet 
est 


QUE. 


On peut définir d’autres formes vectorielles de courbure : 
Celle qui nous intéresse est 


— [Oo Qi + @ es + 64 Qoi]ess 
+ Lu + 0425, + ©: Q2]e, 
+ [ @ Go + Ws Qo, + Je, 
los Qe: +94 Quark Mal dre À 
Géométriquement on la définit de la manière suivante : 
Soit un volume limité par une surface X, en chaque point M de Z 


considérons le bivecteur de courbure appliqué associé à un petit élé- 
ment entourant M 


FPE 
z@ul M ier F 
la somme de ces bivecteurs appliqués est un trivecteur 
>> 


> 
S[o°Q!? + w16220-+ w?Q] ARS A 


. À a= > 
dont le vecteur polaire est précisément Q. 
Les équations d’Einstein consistent à écrire que la torsion est nulle 


et que 


K désignant le coefficient de la loi de gravitation. 
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18. Calcul de la forme il représentant un flux d’énergie lumineuse. 
— La première idée qui vient à l’esprit quand on cherche le champ de 
gravitation d’une masse variable est de procéder de la même manière 
que pour obtenir le champ d’une masse constante en introduisant sim- 
plement le temps comme variable supplémentaire dans le ds’ cherché : 

On partira d’un ds? à symétrie sphérique dont les coefficients 
dépendent du temps et l’on écrira les équations d’Einstein en prenant 


> 
=o, 


Si l’on fait ce calcul on obtient le ds? de Schwarzschild et seulement 
celui-là, comme nous l’avons montré par ailleurs ('). 
Il est facile de comprendre a priori ce résultat : la masse matérielle 


équivaut à une énergie, et réciproquement ; en écrivant que ies 0, 
nous écrivons qu’il n’y a aucun flux d'énergie autour de la masse cen- 
trale, donc que cette masse reste constante. 

Il suffit du reste de constater que la conservation de la masse- 
énergie intérieure à une surface est une conséquence des équations 
d’Einstein pour conclure que la masse centrale doit être constante en 
vertu des équations adoptées. 

Ainsi apparaît la nécessité d'introduire une forme élément de 
matière représentant le flux d'énergie rayonnante produit par la 
masse centrale variable. 

C’est ce que nous allons faire d’abord : 

Un mobile de masse au repos m,, animé d’une vitesse 6 suivant 


a L2 . . 
l’axe e,, a pour impulsion d’univers 


> > > 
I=me,+ mee, 
ou 
m 

m= 2 e 

p? 

V: a 

Son énergie apparente est 
E= me’, 


(1) H. Mineur, Sur les ondes de gravitation (Bull. Soc. math. de France, 1. 56,.1928, 
fase. I et If, p. 50). 


Ann. Ee. Norm., (3), L. — FÉVRIER 1933. 5 
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donc 
> | ee Ev > 
= me + ar el) 
si c’est un photon 
PSC, 
et 
+, E> E> 
tes bd joe C15 


un flux de photons de densité d’énergie ¢ sera donc représenté par une 


densité matérielle f et une densité de quantité de mouvement loca- 


> 
lisée en chaque point. La forme II correspondante se calcule d’une 
manière identique 
fl p p iets 2 
= (Sarwar £a) + (utara? — pw? ww? €,. 
c c 
On sait que, lorsqu’on cherche les forces exercées par un champ 


électromagnétique sur les charges situées dans un élément de volume, 
on est conduit à localiser en chaque point du champ une densité 


d’énergie E et une densité de quantité de mouvement = dirigée suivant 


= 

les rayons de l’onde. La forme précédente donnée à II est donc encore 
valable si, abandonnant le point de vue corpusculaire, on se place au 
point de vue électromagnétique. 


19. Choix des variables et des axes. Calcul de la courbure. — Soit M 
une masse variable, nous fixerons un événement P par quatre variables 
LAS AE INC 

L'une d'elles, £, joue le rôle de temps et n’est définie qu’à un chan- 
gement de variables près de la forme t= A(t), h étant arbitraire. 

La variable r, est telle que les surfaces ¢ = const., r, = const. soient 
les sphères de centre M, r, n’est défini lui aussi qu’à un changement 
de variables près; mais une fois £ choisi nous prendrons r, de telle 
manière, qu'un rayon lumineux suivant la géodésique PM ait pour 
équation 


{ 


r,s ect=const., 


r, se trouve défini à une constante pres. 


ENT 


\ 


+ 
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Enfin wu et ¢ sont des coordonnées curvilignes sur la sphère de 
centre M et de rayon PM, telles que, si g est le rayon de cette sphère, 
son ds? exprimé au moyen des variables wu et ¢ ait pour expression 

4 — du+ dr? 
& Cru CR) 


quantité qui représente bien le ds? d’une sphère de rayon g. 
> > > > 
Les axes e,, €,, €2, e, sont respectivement tangents aux courbes 


obtenues en faisant varier successivement une seule des variables ¢, 
Lis, 0. . 

D’après cela, l'intervalle d’univers qui sépare deux événements 
infiniment voisins a pour expression : 


ds? — c?(@°)? — (w1)? + (uw?) — (AE 
Avec 
INT) at, 
ot Firat ary 


du 
eS 2(T 4, t) ee 


à dv 
to eS 
i a E(Tas £) 4 


w? est imaginaire pur pour des événements réels. 
Ce ds? s’écrit encore 


ds =Y gu(o!}?, 


avec 
Lio = C?; gui 1, Sa +, §33— — 1 
Done 
Scie 077 db, 
®,=— w'=— fdr, 
3 du 
Da — DÉS TR Si 
— J— dv 
D3= — D = — . 


Pour obtenir les w;; écrivons que la torsion de l’univers est nulle 


(@;)'— ro, où — oO. 
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On a ainsi 
c’ of 4. af 
ee fore ear ee 
2e i Of, 
Doo Fe ot” ; 
1 dg 
63 — fe Ot , 
JR EE 
Os — fg or,” ; 
ets 
G43 Fg or,” ) 
I 3 
Cp: ge” ’ 


On en déduit les w par la formule 


k I 
Qi = O2 
Skk 


Puis les composantes Q;; du bivecteur de courbure par 


Qy= y) —Y wt wx;. 
K 


Posons 
1 [@e 1 dlogfdg dlogf d 
ETS ee ee oe a ee ee os 
fg E ce Ot at Or, x= | 
B = I Pg  Ologfdg  dlogf dg 
~— cf°g|or, at aes Or ddr | 
CE mala SE à ote Ologf dg 
fielc? 0A ~ ci dt dt “dr, dr, 
“Peed ak dlogf A logf 
TH LE COR D pra; | 
I I Oe 2 I Ov 2 
RE NE GR Ds 1 Eine ‘ 
à al plan) + ap(S) | 
On trouve 


QG, =  D[ ww], 

Go — Be[w'tw?] + c?C[otw?], 
OS = — Be[@'w* ] — Cl ww? ], 
2,,;= d[w?w*], 

2);=— A[oto*]— Below], 
G,,— Af oto?) + Be[ww?). 


oat toe 
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Désignons par p la densité de l'énergie localisée en un point quel- 
conque, ‘a quantité de mouvement de l’énergie en ce point étant dirigée 


suivant a les composantes de la forme élément de matiére en un 
point quelconque de notre espace sont 


P 


H,= F wtw2w— P @? @? w°, 
c Ge 


TL, = © w' 020 — pw* ww, 
ce 


IL — 0, 
Il, — 0. 


On a pour équations d’Einstein 


8rK 
4 es + 8254 + 03 Br — a IL,, 
8TrK 
— Wy es + Do Ds — @3 29, — a IL, 
8 rK 
— 09 Qs, + 0329, — ©, 23 = — a, 
8 rK 
— Do Ge + 04 Doe — Do 2), = — o LIFE 
Ces équations s’écrivent 
K 
2À + d=— = P, 
8rK 
act, 
(10) y 
8K 
2B— — ct P) 


20. Changement de variables. — Nous remplacerons les variables r, 
et ¢ par 


L=Ti— ct, 


MTS ct, 
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I 
— gle+y), 


ct=~[y — x]; 
ieee ar) E 
Or, dx" dy’ 

Gf >. a — ti ; 
ot Lay = ax}? 
Of df at Hie a 
Or? — Oat + 9x0; * dy’ 


CA eae al emer 
Or, dt °| dy? dx? |” 


RET ARC REC à: 
a =| 5 og + oa | 


Remarquons que 


Ologf _ I of 
an,  ::f dx’ 
0? log f an I of pes I Of 
Ox? =— A æ f 0x’ 
CRE A Cc RT 
Ordy ff? dx dy  f Ox dy 
Nous poserons 
| Line Ra 
c'est-à-dire 
1 
f=? *. 
On a alors 
oldz de Oe Og 9 logg Og dlogy 
AS + 5-2 + 2 —2— Fe Aa ‘ 1 
[a dy? *0r0y Oa dx * dy dy | 


g | oy? T 9x Ox Oz dy dy 
C= ae Seria ns ORY + 5 Gee | 


ee 2[ $8 Ag 0 loge og 0 logo Og S|, 


dat * dy) — Indy * da de + dy dy 


hyo CS ee 
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Posons 
wank 
wae, 7: Ps 
Le système (10) s’écrit : 
=— p", 
(20°) rem 
D=4 
A—C+D—=o 


21. Application du principe de conservation de la forme élément de 


matière. — On peut remarquer que le principe de conservation de 
l'énergie donne une équation 
fée —="F(x), 


c’est-à-dire 
p=<F(x) 


où F est une fonction arbitraire. 
On sait en effet que le principe de conservation de l’énergie et de la 


quantité de mouvement, c’est-à-dire les équations de la mécanique, 
sont des conséquences des équations d’Einstein pourle fluide de densité 
æ 


5 qui détermine le champ de gravitation. 
Or ces équations expriment que la dérivée extérieure de 


> > > > 
fl — Wee, + We, + We,+ We, 


est nulle. 
Dans le cas présent 


rs x bs 0,5 7 La 3 20)? ae, 
II=p Pr ae ag pe ue, + Bee wwe, — 070’ we, 
et 
I Ou 1 Ou er 
Il’ 1 oo oo | Cy = Cp 
ce Ot c 


fig \ Or, 


où l’on a posé 
ua f* 2". 
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Les équations de la mécanique donnent donc ~ 


du 1 du 


ou 


c’est-à-dire 
(11) fe p'=F (2). 


Du reste on pourrait déduire cette équation du système (10’). 


22. Intégration du système (10'). — a. De ce système on déduit la 
combinaison 
A+C+2B—o 
qui s écrit 


c’est-à-dire 


d’où 
(12) ? Oy = f(x), 
/, étant une fonction arbitraire. 


b. La combinaison 
A—C+D— oO, 
s’écrit 
1 Pr 0? loge 


g 0x dy 0x dy ae 
Substituons dans cette équation l'expression de o : 


Oo 
1 œ — | o — o 2. 
ogo og f(x) — log dy 

Cette équation s'écrit 


Og 
2 Ohy 0] 0xdy 
£ dx dy = dy Og == 0, 


dy 


LA MÉCANIQUE DES MASSES VARIABLES. LE PROBLÈME DES DEUX CORPS. 


Écrivons cette équation : 


0g Og 
dy 0 | 0xoy De 
Og dy 0g + 2 dy 0 
0x dy dy +. 
ou 
rg 
a\ dandy a, = 
dy ME Pas + oy logg? } — o. 
dy 
On en déduit 
& a. 
Op 
dy 
P étant une fonction arbitraire de x. 
Écrivons cette équation 
Og” 
- Og D, 
do + P(z) 2 =0; 
puis 
0 Fog _ P(x) ae 
dy | dn gen 
qui donne 
0 P(z 
(13) DE =Q(2) + © 


ou P et Q sont des fonctions arbitraires de æ. 
c. La combinaison 


s'écrit : 


Remarquons que 


et comme 
logo =— lo 98 + log f(x), 
SP 8 dy 1 ? 
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dre ol Pet. Sy 
ah Age ee.) ou" 4 
dz. tT ag 020; Seas 
rn : 
d logo P A 
Ox 2 ce ji 
Puis 9 
) _ 42P@r. 
da dy 8° =— BF ay 


4P og 1 & dg dg 
or ge gi 0x dy’ 
remplacons 
0g 
? Oy par fi, 
Og Q Pp 
Or oe ar 
Il vient 
LP PR te 
03 A= a | 
c'est-à-dire | | : | 
(14) RO Fees ts 


d. il reste enfin la combinaison 


qui s'écrit : 


dx? 0x Ox 


p 
g [aE , 98 5e |- 0! 


en remplacant o’ par £ F, 


Og ) À 
Es par Q + : 
A loge ï ; 
at “pale + et 
7: dx s A ? 
J, par 70 


Cette équation s'écrit 
(19) (2) =e) ||: 
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Les équations d’Einstein nous ont donc conduit au système plus 
simple formé de la réunion des équations (11), (12), (13), (14)et(15): 
| og P (x 
a> == Qe) + cael) 
Ce] 


T 


Oe 
99, dale), 


(16) 4 fi(2) Q(z) =1, 
p= ZF (a), 
+ d FP(x) 
F(x) =Q(2) | aes | 


C'est tout ce que ces équations peuvent nous donner. 
Remarquons que l’expression du ds? au moyen de x et y est 
ee ae tae | 


u? u? 


Les variables a et y sont donc arbitraires dans une certaine mesure : 
on peut remplacer x par une fonction quelconque de +, et y par une 
fonction quelconque de y. 

Nous choisirons ce changement de variables de manière a simplifier 
le système. 


93. Cas où la masse centrale est constante. — On a alors 
= 0) 
d’où 
F (x) — 0 


Faisons sur z un changement de variable 
UE u(æ') 


P(æ)u(æ) 


et soit 
cs == Q(2) ua’) 
Ox! 


choisissons u dt manière que 


Q(x) u' Ca’) = C. 
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C étant une constante; en désignant toujours para la nouvelle variable 
on aura cette fois 


Q=C, 
ar =o 
dz ? 
d’où 
Pic 
et le système se réduit à 
ee Gp 
Ox 
(17) Mr 
RES 


Remarquons également que g(a, y) est défini par une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre 


Æ=c+ = 
sed & 


dont l’intégrale dépend d’une fonction arbitraire 4(y), cette intégra- 
tion est facile à effectuer 


Ce(z, >) — Cog sta, 7) + c | = C?x+ 6(y). 


Comme on peut remplacer y par une fonction quelconque de cette 
variable nous pouvons poser 


8(y7) = Cry, 
g(æx, y) est alors une fonction de r, : 
_ Cc’ 
Ce—C log (e+ c)= aGir,: 


il en est de méme de p, donc de tous les coefficients du ds?, ceux-ci ne 
dépendent par conséquent que de la seule variable r,. Nous allons 
voir que ce ds? n’est autre que le ds? de Schwarzschild. 

Faisons le changement de variables 


r=s8(r), 
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on a alors 
o I I 
su age 0g’ 
ay 2G5 ; 
or 
Og 1 Og Gi 
ie) A eat pete 
Ox 2 Or, 8 
Donc 
Og 2C’ 
Or, =n een 
‘et 
?— = = 
ar croi Jo) 
ee 
donc 
Dies /c+ = 
Comme 
are 2C' 
an ESS Gee he 


on a finalement : 


@*?—=r—» 
u 
des nthe 
u 
donc 
2 2 CC’ 2 C 2 2 9 4 a 
d= c*| 4C?+ 4 — )d’?— TL (ds* d’une sphère de rayon 1). 
4 C + a 


® C’est bien le ds? de Schwarzschild si l’on pose 


4C=1, d'où C=-5 


- 2 


(18) 
4CC'=— TK, C'=— 5K, 


ce qui est légitime, 7 n’étant défini qu’à un facteur près, M désigne la 
masse centrale et K le coefficient de la loi de Newton. 
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24. Cas où la masse centrale est variable. — Par analogie avec les 
résultats précédents exprimés par les formules (17) et (18) nous 
choisirons la variable 2 de manière que 


Q(z) = = 


et nous poserons 


P(z)=— <M (2) =—M, (x). 


On déduit alors du système 


f\(a)= 2 
K dM 
FGET Sd 
el 
4nK = 1 KdM 
cP fe. © dz 
c’est-à-dire 
KE d(Mc*) 
(19) ingtfip=— 


L’énergie localisée dans un domaine w°w' w’w® est 


du dv 


u? 


owe! w* w= g fo dr dt 


Dans le domaine limité par les sphères r,, r, + dr, et les intervalles 
de temps t, t+ dt, 
4ng* f°o dr dt. 


Elle est fonction de «=r,—ct, elle se propage donc suivant les | 
rayons avec la vitesse de la lumière. Comme cette énergie estempruntée 
à la masse centrale, celle-ci, à l’époque t, est donc 


M(— ct). 
my . . ra L 
Le principe de conservation de la forme II nous conduit done à 
interpréter M comme la masse centrale variable. 
Nous supposerons cette masse donnée, le problème se réduit donc 


res 
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à l'intégration du système 


(20) ay ? 
| Se 
5 Æ 
dy 


en se rappelant qu’on peut remplacer par y une fonction quelconque 
de cette variable. 

La première équation du système ne peut être intégrée quelle que 
soit la fonction M,, désignons par g[æ, Y(y)]| son intégrale générale, 
où 9 est une fonction arbitraire de y. 

Le ds? cherché a pour expression 


ans er eat pan , du? — dv? 
ds’ = f? de dy:4.#° mi oi 
Or 
+ 1 de 
Sa a ) .- 
y ¢ dy 
Done 
IR eat , du? — dv? 
ds mise PR TP 
ou 
stp à du? — dy? Ont. . 
ds’ =2dxrdg+ g*——, — 255 da. 


Prenons comme nouvelles variables x et r 


r= s(t; JV) 


et remarquons que 
dg 1) Mix) 


dx 2 r 


Il vient 


du? — de? —(1— 2M) de 


u? 


(21) — ds 9 di dr Er - 


Le problème est résolu au point de vue mathématique puisque le ds° 
cherché se trodve exprimé explicitement au moyen de 4 variables : 


4 à DL, UR eae ele (2. 
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25. Introduction du temps comme variable. — L'expression précé- 
dente présente cependant un inconvénient. La variable r s’interprète 
comme un rayon vecteur, ou plus exactement comme un paramètre 
permettant de mesurer ce rayon, mais æ s’interprète, non pas comme 
un temps, mais comme un temps retardé. 

Cherchons l'expression du temps t, en mettant le ds? précédent 


sous la forme 
du? — dy? 


u? 


di =[9 de — 9 drP— gant rs 


a” 2M, (x) 
ny 


La parenthèse + dx — o~'dr est proportionnelle à la différentielle du 
temps £, posons 


? 


edt=b[o- dr — dx]. 


Le facteur intégrant Ÿ vérifie l'équation 


ay db . de 

2 —2_T ati 17 —3 _T = 

ses) ? dx Or M Dre 

dont l'intégration n’est pas possible en général. 
Le temps étant ainsi défini, le ds? ainsi considéré prend la forme 

du? — dv? 


’ 
u? 


(a1 bis) ds?= c?? y ape 9? dr? — r? 


2KM 
=) 


Si la masse centrale est constante on a 


où 


L'équation qui défnit 9 admet l'intégrale L —1 et l'expression 
du ds? se réduit à celle du ds? de Schwarzschild. 


Ceci est encore partiellement vrai si la masse reste constante seule- 
ment dans l'intervalle de temps : 


EE Be 


na 
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Le ds? se confond avec celui de Schwarzschild dans le domaine 
— Cle LH — Cl. 


Ce domaine est compris entre deux sphères dont les rayons croissent 
avec la vitesse de la lumière. 


CINQUIEME PARTIE. 


MOUVEMENT D'UN POINT DANS LA CHAMP D’UNE MASSE VARIABLE, 
CAS EINSTEINIEN. 


26. Formules qui définissent l’équipollence physique. — Nous venons 
de former le ds? qui définit le champ d’une masse variable, nous allons 
étudier divers phénoménes physiques dans ce champ. 

Cherchons d’abord le mouvement d’un point de masse négligeable 
dans ce champ. 

Nous avons montré que le mouvement d’une masse quelconque, 
constante ou non dans le temps, est indépendant de cette masse et de 
sa variation. Nous allons done considérer le mouvement d’une masse 
unité. 

Employons les notations du chapitre précédent. 


Soit : 
ele 2KM (2) 
p(æ, n=\/1- TV 


Le mouvement a lieu dans un plan passant par la masse centrale, 
le ds? du champ produit par la masse M(— ct) dans ce plan est donc 


(22!) ds? (w*)? — (w')?— (w?)? 


avec 
wo" = 9 dx — 97! dr y= ow; 
(23) ota 6-1} dr wo, o', 
w2— rd) w,=— w’. 
On en tire 
lag ai! (ef t= 00) 5 
ap = Ow", 
I 
dG aie. 
fe 
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Formons les w;;, pour cela calculons 
d 0 
(@)'= [+ = or | w°o', 
0) 


(a) = yp Je 0 0" 


re ee akg Jee — Fate, 
Comme v 


(a;) = Zwoxw*, 
on en déduit 


ou si l’on préfère 


Lors d’un déplacement infiniment petit on aura 


> > > 

de,—= + 0) e,=— 1 1, 

> > > Le > 
de, =+ wifey + W? €,—=— Wo) Cy — W132; 


> > > 
dé,=@\ €;==),<é,. 
27. Equations du mouvement lorsqu’on prend x comme variable. — 
L’impulsion d’univers d’une masse unité est 


w? A 9 “x a+ FA la 
où 
ds = (°)? — (w")?— (w?)?. 
Posons 
_ dx 
gi ds 


et écrivons 
° . <3 
I 


ou 


1.4 
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Les équations du mouvement d’un point m s’obtiennent en écrivant 
> 
adl=o. 


> > 
Les termes en x €,, € donnent : 


ar ie < 09 dr 1 dp dr | ot dp 2 

dai * de. °? Or dx * p dx dw *pdz 

ar dé d do do dr 1 dp dr 
I OT et (OY | 9 88 93 OP 9 OR HE Lore et * 
dde 97 (2) dx? or °? Or dx * p da dw”? 


a gat di 1 dp do _ 
dx? dx dx p dx dz 


On vérifie bien que l’équation I? = const., qui s’écrit 


: dr dé 
(25) le es —r (3) |=const. 


est une conséquence des équations précédentes. D’après la définition 

de p le second membre est égal à 1. On peut remarquer aussi que la 

troisième équation s’écrit 

(26) pr À 
dx 


x 


= const. 


On tire des trois équations ci-dessus 


tem eh ae AA 
_ (27) | ST (3) = teres 
puis 
Cr dd 0 09 de dr dr ( dû \? 
8 dx? rea (Se agers Poel OCR da " da ae) 
DS not aa dé de a 
"de dx dx (a5) "Or dx’ 


28. ae du mouvement lorsqu’on prend le temps comme variable. 
— Ce sont les équations du mouvement. Écrivons-les en introduisant 
les dérivées de r et 0 par rapport à ¢. 

Si l’on se reporte au paragraphe 25 on voit que t est défini par 


cdt= [eo dr — dz]. 
Introduisons d’abord la variable ¢, définie par 


ce dt,= 9"? dr — dx, 


a 
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dt, n’est pas une différentielle totale, mais la variable ¢, est définie 
sans ambiguité le long de la trajectoire du mobile par la formule pré- 
cédente; elle constitue un intermédiaire de calcul commode, ¢, est lié 


à ¢ par la relation 
dt=vVdt,. 


Calculons les dérivées de r et 9 par rapport az, au moyen de leurs 
dérivées par rapport à ¢, 


ae ar un 
dt, SE wc 
et 
dr 
dr ° da 
de dr. 
1 — o-? — 
fe ed 
Exprimons or au moyen de Sa, 
dt? de 
Pre nl dr ari ar TRE ne weet Bake 
aig | Oar ert ane (rage — €) (2) 


do Op dr f _, dr |. 
x| 52+ 5 = (9 i. —c)|} 
dr 


remplaçons ae par sa valeur tirée des équations (28) : 


7 FE gof der? green = 
Tea or) +a, =) 


dg y d9 246 dy dr (= on — e)ss 
x i 


+o mi le 9 


Oa Vpn | Or dt, 
= dr di Sate wire 
dtidt, (e dt, c) . 
On a ainsi 
dr , f{ dÿ \? dr q u 
met) (ir c)+ (eg 2" 7 )(2 mc) 
pu (o~ En - c) | 
‘OP DEA TOUTES P 


(Tr) - 1g (Te dd pe ‘à wc mig Éd 
Mt, \ dt, b rlt. dde dm: e0" … OF a): 
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D'où 


dir do\? _ dô\? dy { dr \? | 
eo) Ar) = (He) + Pr) ee] 


De méme 


af _,dr dé 
AUS, di, yas 


Par un calcul analogue au précédent on trouve 


(30) pd a, ee , dr di og 
| dé + dt, dt, de. dt, dt, Or 


_ep _, 9 dû SRE dr | 
TT Ox dt, ta dt, . 
Introduisons maintenant le temps ¢ qui est défini par 


dt — dt;. 
On a par exemple 
a 
dt, —Ÿ a’ 
ar a'r dy dr 
dt Fo de Se dt dt 
et 
dy __ ob | dp dr. 
dt dt or dt 


En désignant par Ÿ l'expression de cette fonction au moyen des 
variables ¢ et r, et par } son expression au moyen deæetr,on a 


dy __ dp dx 
dt Ox dt’ 
FH 
or 
de = 9"? dr — 4 dt 
et 


dr rar Car =o, 
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D'où 


dy 399 dr oy PY, 
Fp PME TE wh Ox 


En portant dans les équations (29) et (30) celles-ci deviennent 
ar dô di do Ta EAN 
(oo) SE r(F) = —nr(S,) + ls) oe | 
dr 
Ae) err 
dr ef dr OY dr 
ra) (a) [+e as a 


d?6 dr dû =" ,99 dr dû 
ae 24 AE Nr Ut di 


2 /d, 2 
+ crop CAES |: — 2-4: = a+ sane # (9) | 


(20 ye sy: 


29. Espace figuratif. Force fictive. — Ce système n’est pas inté- 
grable, il nous suffit du reste de connaitre l'allure du mouvement et 
les expressions numériques des termes séculaires. Nous emploierons 
pour cela le procédé suivant : 

Le mobile m dont nous étudierons le mouvement se déplace dans 
un univers dans lequel £, r, 9 sont des coordonnées curvilignes. 

Imaginons un plan figuratif euclidien et considérons à l’époque ¢ le 
point P de ce plan dont les coordonnées polaires sont r et 0, c’est- 
à-dire précisément les coordonnées curvilignes de m dans l'univers 
réel. 

Nous connaitrons le mouvement de m si nous connaissons celui de P 
puisqu'il y a correspondance biunivoque entre m et P. Mais il y a plus: 
Le ds* de l'univers est le même que celui du plan figuratif, aux termes 


; Km k ; 
près de l’ordre de =; les rayons lumineux de l'univers seront donc 


très approximativement représentés par des lignes droites du plan 
figuratif, et pour comparer les résultats de la théorie et de l'observation 
on pourra considérer que le point P représente à très peu près la posi- 


PR 
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tion du mobile telle que nous la fournit les observations astrono- 
miques. Au besoin on pourrait tenir compte de la déviation des rayons 
lumineux. 

Nous allons donc chercher le mouvement du point P de l’espace 
figuratif. Ce mouvement est défini par les équations (29) et (30) our 
et 0 sont les coordonnées polaires usuelles et ¢ le temps, tout se passe 
done comme si P était soumis à une force dont les composantes R 
suivant le rayon vecteur et S suivant sa perpendiculaire sont 
dr (3) d?0 dr do 

et 


R= dt An ee ail “ri 


c’est-à-dire 


_ (29°) R—(9° -»r(G) + ad [34 (SR) = ce | 


» 99 » wir ar _,; 1(ar\’ 
ee x | 9 wee ge À “3() 


F DING. < aN Gp dé do 
(2e")"  S= 29 lie Foe te 
4 8 Al pgs (dr 56 dr dé _, 4 
sey | Ere ere tT ie ai PT at 
_, oY dÿ | 
+ crŸ We ee 
Rappelons que 
2KM(x) 
pe 
Donc 
do KM re dg _—~KM‘(«) i 


=— ee eed — 


GUery, 1sRMs: de _ cr KM 
V:- Cr ee (Oth, 


On peut écrire 
R=R,+ R, + R,, 


S—S, +S, +R, 


d9 
où R,, S, désignent les termes contenant = fen facteur et R,, S; ceux 
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: : à | 
qui contiennent oe en facteur : 


3KM (3) ‘ 
KM 2KM # er dt 2KM ; do 
cara ar (- cr yy € 2KM oc? \at 
tart 
(31) dr dÿ 
s —, 2KM _dt dt 
RE er 2KM’ 
Li ee 
cr 
_ 4-2 % dr 
: R,;= cy ae ar 
(32) ay d9 


r 


R,—— KM'(zx) pre re < dr 
I 


r eat 2 2KM 
rn ie 
2 dô dr =. 
eat at 2KM 
} er 
wage (5) ne 
| c dt c\ dt 5 | 
\ cr 


Considérons comme dans la troisième Partie le cas où la décroissance 
de la masse est très lente et admettons que, pendant plusieurs révo-- 


aM 
lutions, M et 7H sont des constantes. 


I faut exprimer M’(x) au moyen de te ‘on a 


dx =o dr — c dt 
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et 
Rewoes Aa ii 
PIE ani et dr 
€ dt 
30. Expressions approchées de R, et S;. — Jusqu'à présent nous 


n'avons négligé aucun terme dans les expressions de R et de S; nous 
allons montrer maintenant que l’on peut dans Ja pratique se borner à 
certaines valeurs approchées de ces quantités. 

Ktudions d’abord la fonction 4, celle-ci est intégrale de l’équation 


aes St Saute 

Ope tg 

Si la masse était constante on aurait ) = 1; pour obtenir l’expression 
approchée de ¥ lorsque la masse varie remplaçons dans l'équation pré- 


K dM dM 


0 
cédente > par 1, on par — et —, par une constante. Cette 


: Gr dt 
équation devient 


en posant 


Son intégrale générale est 
br f(z—r)=r¥ f(— ct). 
Nous adopterons pour à l’expression 
d = 
u. est une quantité tres petite, puisque M est supposé varier très lente- 
ment, 4 est donc très voisin de l’unité quel que soit ¢, sauf pour les 
valeurs très grandes ou très petites de r qui n’interviendront que par 
- la suite. On voit de plus que 
Ox Pay tA 
On peut donc poser en premiére approximation 
een, as ©, 

D’autre part | n’intervient dans R, et S, que comme facteur dans 
des termes correctifs; on peut donc en premiére approximation sup- 
poser que ) =1 dans R, et Sy. 


Ann, Ec, Norm., (3), L. — FÉVRIER 1933. 8 
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31. Expressions approchées de R, etS,. — Remarquons que, abstrac- 
tion faite du facteur a R, et S, sont des fonctions de 


Dap 1 dÿ 
—— ot Ms 


- Cc a c dt 
indépendantes de c; or ces quantités ont même ordre de grandeur que 


vitesse de la planète sur son orbite. 
vitesse de la lumière ? 


. . . Piel « L 
en pratique, ¢ est toujours inférieur a oe et souvent de l’ordre 


de’ro”*. 
Prenons les unités suivantes : 


Unité de longueur ......... Distance Terre-Soleil 
AO EM PRs ce âne Jour solaire moyen 
NU NDS MAC: ee Masse du Soleil 


La constante K dela gravitation a pour valeur 


K—0,00029 
et la vitesse de la lumière 


ce 19a; 
Donc 
2KM _ «M, 
À i ¥ 
M ne dépasse pas 100 et ~ ne dépasse pas —; — est done inférieur 
r hoo cr 
ATOS 


R, et S, étant développées suivant les puissances des quantités 
rdr 1 ,d0  3KM 
cdi’? c'd er. 


On se contentera de prendre dans les développements seulement le 
premier terme, l'erreur relative ainsi commise sera toujours infé- 
rieure à 107*. 

En se bornant à l’approximation susmentionnée on a 


K aM 1 / i adr. 
Re = ——.= En 4. 
(30!) | Rs c dt 7(: "Cut JL 
| aM a9 
be Fe one 
eae c at dt 
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32. Variations des éléments osculateurs. — Pour obtenir le mouve- 
ment de P, nous utiliserons la méthode développée dans la troisième 
Partie; les seconds membres des équations qui définissent les dérivées 
des éléments osculateurs sont linéaires par rapport à R et à S, on peut 
donc substituer à R et S successivement R, et S, puisR, et S, et ajouter 
les perturbations ainsi obtenues. On sait que la force (R,,S,) produit 
une avance séculaire du périhélie, mais n ‘introduit aucun terme sécu- 
laire dans a ni dans e. 

Cherchons les termes séculaires produits par (R:, S:). 

Les équations qui définissent les termes séculaires des éléments 


osculateurs sont 


da. adM | LE ON a AGT eS, 
——___—- R, sing + ———_———- -=» 
ai M dt ee ‘ n à 
ee bes ak 
1 —.€7 ee DE OS li e? 
Vist i hia ES Ce ey RE ELK 
a= na ne r nae 
— V1 — e? =———— I =e) — I— e? =—— 
SVT aN race eee sia SS anv, 
= na na nap 
do 2 — I — e? ——_ 1— e? ———— 1 —e? : 
— =— — R,r + Moore Ces sine, 
dt na ~ DOC. 4s nae ~~ naep 


R, et S, étant les expressions définies par les formules (32”) et les 


moyennes étant prises pendant une révolution. 


En remplaçant R, et S, par leurs valeurs on trouve 


2K dM sine dr 


PE Rare de 
Elo ge K dM 1 de 
T Ne dt r'dl. 
a K dM de 
Ft aes Se Ts 
à ce dt dt 
me K dM cose 
ey Weed’ RE 
Sssinp—= > 0 
Sane = 0; 
K dM 
Pat Tee ig gk 


Pour calculer les moyennes qui figurent au second membre, on 


2 
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exprime r, ¢ g as et dt au moyen de l’anomalie excentrique u : 


r=a(i—ecosu), 


Vi—esinu 


sin y = ; 
1— ecosu 
cosu — e 

cos P = —————> 
I— ecosu 


dy nVi—e? 
— = ——— 3 
dt 1—ecosu 
dr nae sin u 
— = ———» 
dt I—ecosu 
I—ecosu 


dt = ————-du. 
nm 


On trouve ainsi 


Se 


sing dr neVi—e® fes sin? u du 
AIR = =. 2? 
nerd 2 >  (t—ecosu) 
1dv__nV1—e? se du 
r dt” ana (1—ecosu)?’ . 


dv 
ra = nayi—e*, 


a 2T a I1— ecosu 
En posant 
u Li 
z= tang—> a= ’ 
2 Le 


on est conduit à des intégrales de la forme 


+ © 

Le dz 

te ifs (4+ 2?)™ (a? x)” 
que l’on sait calculer 


Lo, Lo =) La AF i a 
(PEER = i te: pee 
œ : a(1-+ a) : 2 a(1 + a)? 
1, —T8a+g+s Mu T7. y —® +a 
< 8 aÿ(r+ a)§ 2 5x3? et «@ +1 
LE Lin af ah I OR _ mw e+3a+1 
% 8 a(a+1) ’ I Bas” HI = 


2 o(a+1)> 
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On trouve ainsi 
2K dM neVi+e 


R, si a ag en PN A 
, SIN V on ae EVrere 
PARA TIE 
Pie glee wire et 
roo n 2 Ne x 
dt | 
R K dM 1 e 
, COS? =— — = - OOOO 
c at @1+Vi—e 
K dM 
a ae 


En portant dans les équations qui définissent les dérivées des élé- 
ments osculateurs, on trouve 


1 da ___1 dM 2 dM r°« il 2e Vi+e 
a dt MM tet a a | SG ee 
rde___1 dM ntat si tavrre 
ae Jed Mae died tte à 
dns nana Va et 
dt M dt c nee 1 — e? 
do _ 1 dM na . 1— €? 
dt M dt c 1+ V1 —e? 


33. Termes séculaires dans le cas d’une orbite de faible excentricité. 
— Si l’on se limite aux orbites de faible excentricité on a 


A eae 1 dM n° a? 
Es LE =|; 
ide 3 1 dM r°a* 
cdi aM di get 
ds __ 1 1 dM na 

ate aM die 

do 5 1 dM na 
di... aM dre 


Si l’on emploie les notations classiques 


he sino. 


=e COST. 
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ina 1 aM na 
pe ep ee. See en 
a ; sen], 


Les équations montrent que la décroissance de la masse centrale 
par rayonnement sphérique a pour conséquence : 


1° Une augmentation séculaire du demi-grand axe supérieure celle 
que prévoit la loi de Newton; 

2° Une augmentation séculaire de l'excentricité; 

3° Une rétrogradation du périhélie et une augmentation de la longi- 
tude moyenne de l’époque. 


Nous étudierons plus loin les valeurs numériques de ces termes. 


34. Remarque au sujet de l'onde de gravitation produite par la varia- 
tion de la masse. — Nous avons vu que la force apparente qui agit sur 
le point figuratif P est la somme de deux forces F, et Fy. 


Al . aM A 
F, ne contient pas en facteur, c’est la force exercée sur un mobile 
lorsqu’on suppose la masse constante. 


à . aM pelt à 
F, contient au contraire 75 en facteur, elle n'existe que si la masse 


varie. 
Bornons-nous au cas où la vitesse du mobile dont on étudie le mou- 
vement est négligeable ; F, et F, sont deux forces centrales et 
RE KA 2K2M? : 
RS Fr. oo > 


2 


We o* 
K dM 1 
car 


rf varie en raison du carré de la distance et F, en raison inverse de la 
istance. 


Aux tres grandes distances, F, est plus important que F,, ona 


F, 1 dM r: 


F, Ma c 


ai. LA 
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On voit que F, =F, pourr=cm a pour le champ de gravitation créé 


par le soleil, cette distance est de 60000 milliards d’années de lumière, 
donc très grande par rapport aux distances des astres les plus éloignés. 

La remarque précédente sera utile lorsque nous chercherons la 
déviation d’un rayon lumineux dans ce champ de gravitation, car si 


l’on suppose que ce rayon vient de l’infini on rencontre des difficultés 


provenant de la prépondérance de la force F, aux très grandes dis- 
tances. 


SIXIEME PARTIE. 
MOUVEMENT DE LA LUMIERE DANS LE CHAMP D'UNE MASSE VARIABLE. 


35. Déviation des rayons lumineux. — Pour trouver la déviation 
subie par un rayon lumineux dans Je champ de gravitation obtenu 
dans la quatrième Partie, nous emploierons la méthode de l’espace 
figuratif et nous chercherons le trajet d’un rayon dans cet espace en 
nous bornant à une approximation. 

Soient Ox l'axe polaire du plan figuratif et Oy l’axe perpendiculaire. 
Nous pouvons supposer qu'à sa plus petite distance de l’origine le 
rayon est parallèle à Oy et passe au point 


BSD; PES 0: 
La lumière décrit une géodésique de l'univers. Les coordonnées r 


et 0 d’un point du rayon vérifient done les équations (29) et (30). 
SiM et se étaient nuls, le rayon lumineux serait défini par les 


- formules 
D dr À 
= — LS OC, 
: TE dt sh 
D di cos? 
=O —— = = CO 
dt D ne 
f=— tango 


w | 


: Te 
g variant de — = à + 


5 *% 
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Dans l'équation du mouvement d’un photon, remplacons r, 0, a 


et = par les expressions précédentes dans tous les termes conte- 


> dM he gra 
nant M ou a en facteur, on trouve ainsi 


: 1 dM I 
Mie) Sep c dt 1—sing 
et 
ar dô HS 
R=x — (5) = — pr cos*e[5 cos? — 2] 


_ — cosp[sin®®+2sinp— 1] nn en nn: 
cD dt °° : ? 7 ce dt D 1—sing 
d*6 dr dÿ __ 2KM - K dM 
dde D nt et at te ee 
2K dM 1 cos*qgsing 


FS eee eee SS ——  , 


d? 
TE — R cos —S sing, 
LI — R sing + S cosy; 
be PARIS à AM =" x 
de = Ds 08? + Gy cos o[1+ sing], 
d? K : 
= 2AM coste sing[1 — 2 cost] 
K dM 2K dM sing cosg 
4 bus : 
cD at eg Pesos 2 c dt 1—sing’ 
comme 
ee do 
c cos?” 
ona 
Be Oh OP? K dM f? 
Fed orate deen ea: (1+ sing) dg, 
d KM ® 7 Q . . . 
=e +3 af Cts al sk ek det, 
x cut cos (1 — sing) 


Pour UL la direction du rayon lumineux à l'infini il faudrait 
prendre 9 + - = pour limite supérieure des intégrales qui figurent aux 


+ 
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| : ue droles 
seconds membres. Mais on voit que l'expression de _ ainsi obtenue 


est infinie; cela tient à ce que la méthode de calcul approché que nous 
avons voulu appliquer ici n’est pas valable. 


aM ; F TR 
Nous supposons —- constant et nous cherchons la direction limite 
d’un rayon lumineux lorsque le temps augmente indéfiniment, or 
: dM 
nous n'avons le droit de remplacer 7 Par une constante que pendant 


_un intervalle de temps limité, sinon nous serions conduits à des valeurs 
de M infinies lorsque le temps est lui-même infini. 


Remarquons que les termes en a ui figurent dans les expressions 
q q 4 à dt q 5 P 


de R et S sont ceux qui représentent la force F, définie dans la cin- 
quième Partie. Pour un rayon lumineux cette force est répulsive 


. 7 . . EL « .. > 
lorsque le rayon lumineux s'éloigne et varie comme = à l'infini, elle à 
CLS : 3 
donc pour effet, de rendre 7 infini, ce qui est absurde, et nous montre 
que notre calcul approché cesse d’être valable si l’on fait tendre ¢ 
Le. 
vers —: 
2 
+ La La dM 
Nous avons montré que, dans la pratique, les termes en dew el 


de S devenaient comparables aux termes en M à des distances bien 
supérieures à celle des astres observés. On peut donc laisser ces 
termes de côté et écrire 


SLR sing — ~ sin? ) 
Teer. MPS UE 
dy = ee SLs sin cos¢ 
ee cD je i 


Soit 0 — 7+ È l’angle du rayon lumineux avec Ox à l'infini, on a 
5 2 


A dx __2KM 
FR ge (= dy) x D 


La déviation totale A subie par un rayon lumineux passant à la dis- 
tance D de la masse M est donc en pratique la même que si la masse 
Ann. Ec. Norm., (3), L. — Mars 1933. 9 
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RATES AS : 
36. Déplacement des raies spectrales vers le rouge. — La méthode la 


plus simple pour traiter ce probléme consiste a étudier le mouvement 
d’un photon. 
Considérons un photon de fréquence v s’éloignant de la masse cen- 
trale suivant un rayon, son impulsion d’univers est 
> > > 
I=— hve,+ hve,. 


—+ 
En écrivant que dl est nul, dx = 0 


comme x est constant on en déduit 


gv = const. 


Si v, est la fréquence du photon à l'infini et v, sa fréquence à la dis- 
tance R du centre on a donc 3 


“=v (1 ey 


æ désignant la valeur constante de a correspondant à ce photon; cette. 
formule n’est autre que la formule classique, M(æ) designant la masse 
centrale au moment où le photon en est parti. 


SEPTIÈME PARTIE. 
COMPARAISON A L'OBSERVATION. 


37. Application aux planètes. — La variabilité de la masse dn Soleil 
produit des perturbations dans les mouvements planétaires. Il est 


facile de voir que ces perturbations sont actuellement inaccessibles à 
l'observation. 
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Les termes périodiques des éléments osculateurs sont nuls si l'on se 
place au point de vue newtonien : si l’on adopte au contraire la loi 
d’Einstein, ils ne sont pas nuls mais leur amplitude est négligeable. Il 


K 1 dM : : 
suffit de remarquer que le terme — => qui est le terme prépon- 


dérant des composantes R, et S, de la force provenant de la variation 
de masse, n‘atteint pour les planètes du système solaire que la frac- 
tion 107‘° de l'attraction newtonienne de l’astre central. 

Les termes séculaires provenant de la variation de masse sont éga- 
lement trop petits pour être mis en évidence directement. Mais on peut 
chercher une vérification de l'existence de ces termes par une voie 
‘statistique. 


38. Application aux étoiles doubles. — Nous avons rappelé dans la 
première Partie qu'il existe une relation statistique entre les périodes 
et les excentricités des étoiles doubles; admettons que les étoiles 
doubles se forment par scission; immédiatement après la séparation, 
les deux composantes décriront des orbites circulaires à très courte 
période. Jeans (Astronomy and Cosmogony, p. 24) a montré que les 
marées mutuelles exercées par les deux étoiles ont pour effet d'aug- 
menier la période et l’excentricité de l'orbite mais de quantités insi- 
gnifiantes. Le passage d’autres étoiles pres du couple binaire a un effet 
qui n’a pas été précisé jusqu'à présent, mais on peut démontrer que 
dans un système en état stable il n’y a pas de relation statistique entre 
la période et l'excentricité (Jeans, Astronomy and Cosmogony, p. 305). 

Nous pouvons donc chercher si les résultats obtenus dans ce travail 
permettent d'expliquer la relation période-excentricilé, en admettant 
qu’au cours de l'évolution d’un système binaire, il y a une augmenta- 
tion simultanée de ces deux éléments par suite de leur variation de 
masse. Les différents systèmes binaires que nous observons ont dû 
avoir initialement des demi-grands axes du même ordre de grandeur 
et des excentricités très petites, et, en regardant actuellement les 
diverses étoiles doubles, nous aurions sous les shapes les étapes de 
l'évolution d’un système. 


Si l’on adopte la loi de Newton et l'équation : F2 mT pour le mou- 
vement d’un mobile, on obtient une augmentation du grand axe mais 
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l’excentricité reste constante. Il en est de même si l'on adopte l'équation 


PACA sames 
dans la formule du paragraphe (16) on doit supposer que la valeur 
moyenne de 8 est nulle car, par suite de la rotation de la galaxie et 
par suite du déplacement du périhélie, le vent d’éther prend toutes les 
orientations possibles par rapport à l'orbite. 

Ainsi la loi de Newton ne permet pas d’expliquer la relation période- 
excentricité. 

Il semble à première vue que la loi d’Einstein doive être plus heu- 
reuse. Elle comporte en effet, comme conséquence de la décroissance 
de la masse centrale, une augmentation simultanée du grand axe et de 
lexcentricité. Mais il est facile de voir que la variation de l’excentricité 
déduite de la théorie est beaucoup plus petite que celle donnée par 
l’observation. La formule nous donne en effet 


— =e est de l’ordre de 10~* au plus, la variation relative de l’excen- 


tricité est donc 10° fois plus petite que la variation relative de la 
masse, or les masses stellaires observées varient de 30 fois celle du 


À I ; 2 = . 
Soleil au 5 de celle-ci, donc dans le rapport de 100 à 1; les excentri- 


cités ne devraient donc augmenter que de quelques dixiémes au plus, 
or l’observation nous montre que l’excentricité moyenne des étoiles 
doubles augmente de o à 0,6 lorsque la période varie de o à 200 ans. 

La loi d'Einstein ne nous permet donc pas non plus d'expliquer 
numériquement la relation période-excentricité observée. 

Cependant, le fait que la loi d’Einstein introduit un terme séculaire 
dans l’excentricité peut nous donner quelque espoir, et il -importe de 
continuer ces recherches dans la voie suivante : Les étoiles perdent 
leur masse par rayonnement mais elles récupèrent de la matière par 
suite de la chute des météorites et de poussières cosmiques sur leur 
surface. Ceci nous permet d’entrevoir une perte de masse par rayonne- 
ment plus grande que nous l’avions supposée; avant de conclure il 
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importe donc de reprendre ce travail en ajoutant au flux d'énergie 
rayonnante émané par une masse centrale une chute continue de 
météorites sur cette masse. 


39. Remarque à propos de l'évolution des systèmes stellaires. — Signa- 
lons enfin que la mécanique des systèmes de masses variables est 
encore à faire et que le théorème établi dans la première Partie est 
insuffisant pour interpréter les résultats de l'observation. 

D’après ce théorème un système de masse décroissante se dilaterait 
homothétiquement; l’observation des nébuleuses extragalactiques 
montre que, fort probablement, les systèmes stellaires partent de l’état 
sphérique, se dilatent et prennent une forme de plus en plus aplatie, 
la dilatation dans un certain plan étant plus grande que vers ses pôles. 
C’est là un fait dont nos recherches ne peuvent rendre compte. 
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DÉTERMINATION D'UNE FONCTION DISCONTINUE 


PAR SA DÉRIVÉE UNILATÉRALE 


Pan M. Tuzuio VIOLA 


Introduction. 


4. Parmi les recherches que les analystes ont poussées dans tous les 
champs de la théorie des fonctions de variable réelle, aucune étude 
- approfondie et complète des fonctions continues à droite en tout un 
intervalle, c’est-a dire des fonctions F(a) qui, pour tout point x, d’un 
intervalle ab, satisfassent à la condition 

lim F(z)=F(x), 
> ay +0 
_n’a été faite jusqu'ici. 

J'ai récemment publié quelques recherches qui mettent en lumière 
les principales propriétés de ces fonctions, par rapport à leur dériva- 
bilité unilatérale. Dans les Annali di Matematica pura e applicata 
(4° série, t. 9, 1931) j'ai montré que, par l'extension facile d’un théo- 
-réme fondamental de M. Denjoy ('), l’on tire d'importantes consé- 


_ (1) A. Densoy, Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues, (Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, t. 1, 1915, p. 149). 


72 TULLIO VIOLA. 
quences et j'ai démontré quelques propositions relatives à l’ensemble 
des points de discontinuité. Dans les Rendiconti del Circolo Matematico | 
di Palermo (t. 55, décembre 1931) j'ai analysé un exemple particulier 
de fonction continue à droite, en trouvant effectivement les ensembles 
des valeurs de la variable pour lesquelles les théorèmes démontrés 
dans le Mémoire précédent sont vérifiés. Dans cette étude je me suis 
par hasard rencontré avec M. Laberenne qui a étudié (') des fonctions 
continues à droite du même type mais plus générales, du point de vue 
de l'intégration suivant. Riemann. Dans les Rendiconti della R. Acca- 
demia Naz. dei Lincei (6° série, vol. XIII, fasc. 11-12-13, mai, 
juin 1931) j'ai poussé plus loin un résultat précédemment obtenu (?), 
en démontrant que, st P est un ensemble parfait quelconque contenu en 
a~b et si l'ensemble des points de P où F(x) est discontinue par rapport 
à P est dense en P, alors l’ensemble des points de P où l’on a 


D, F(x) — D,F(x) — (5) 


est, lui aussi, dense en P. Dans le présent travail (§ III, n° 1) cette pro- 
position sera complétée. J’ai démontré aussi, en utilisant la condition 
nécessaire et suffisante bien connue donnée par M. Baire (*) pour 
qu’une fonction soit ponctuellement discontinue, que sz F(x) est déri- 
vable à droite en tout a-b, alors sa dérivée droite est une fonction de 
première classe, c'est-à-dire limite d’une suite de fonctions continues. 
De cette dernière proposition je donnerai une autre démonstration plus 
complète dans un article publié dans la Mathematische Zeitschrift (*), 
en donnant un procédé pour la construction effective d’une suite de 
fonctions continues bilatéralement et dérivables à droite en a-b 
HS)" MO), 2. ACER ores 
telles que 
lim qu (x) = F(x), ar D,o,(x) =D, F(x) 


(1) Bollettino dell’ Unione Mat. Italiana, année XI, n° 1, février 1932. 

(*) Annalt di Matematica, loc. cit., n° 8, p. 253. 

(3) Pindique dune façon générale, par Di F(x) la dérivée droite de F(x) (si elle 
existe), par Dy F(x), D4. F(a) les nombres dérivés droits (supérieur et inférieur) de F(z). 

(+) Lecons sur les fonctions discontinues ( Collection Borel, 1905), p. 98. 

(5) Bd. 36, Heft, 3-4, p. 377-393. 
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et que D, F(x) soit limite de quotients différentiels des respectives 9,(x), 
que l'on peut aisément déterminer. Dans ce même Mémoire je démontrerai 
aussi que, dans le cas où la fonction F(x) continue à droite en a-b 
n'est pas dérivable à droite mais où les fonctions-nombres dérivés à 
droite D, F(x), D, F(x) sont finies en tout a-b, on peut construire une 


suite de fonctions bilatéralement continues 


P1(æ), 92(2), eae Pn(æ), FA 
telles que ï 


ju Pa(z)=F(x), lim D, 9,(2) =D, F(a), lim D, 9,(2) =D, F(z), 
ñn> © n > © n> © — = 


en tout a~b; je démontrerai aussi que, toujours dans le cas où les 
fonctions D, F(x), D, F(a) sont finies en tout a-b, elles sont de la 
seconde classe en a-b, c'est-à-dire limites de suites de fonctions de la 
première classe. 


2. Il se pose maintenant le problème de la recherche d’une primi- 
tive d’une dérivée droite donnée. Il est bien connu que, pour le cas des 
fonctions bilatéralement continues, ce problème a été complètement 
résolu par M. Denjoy ('), avec le procédé de totalisation qu'il a ima- 
giné. Le problème analogue, dans notre cas, peut être exactement 
énoncé comme il suit : 


Étant donnée une fonction f(x), dérivée droite en a-b (d’une fonc- 
tion continue à droite inconnue), en trouver une primitive, c’est-à-dire 
une fonction F(x) continue à droite et dérivable vers la droite en ab, 
telle que | 

D.. F(2) = f(z). 

La première question qui se pose à ce propos est celle de l'indéter- 
mination du problème ou de la classe des fonctions F(x). On voit tout 
de suite que l’indétermination est bien plus vaste que pour le cas des 
fonctions continues bilatéralement, car on peut seulement affirmer, 
en général, que F(x) est déterminée à une fonction additive près, ayant 
une dérivée droite nulle en tout ab. 


(1) Mémoire sur la totalisation des nombres dérivés non sommables (Annales scienti- 
fiques de l’École Normale supérieure, 3° série, t. 33, 1916, p. 127). 
Ann. Ee. Norm., (3), L. — Mars 1933. 10 
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3. Le présent travail découle de l’étude de ce problème. Quoique 
n'ayant pas obtenu la solution que j'avais espérée, je présente plusieurs 
questions préliminaires qui pourraient être utiles à des études ulté- 
rieures. Il m’a semblé d'abord nécessaire d'approfondir, plus que je ne 
l'ai fait dans les travaux précités, la nature de l’ensemble des points 
de discontinuité d’une fonction continue à droite et dérivable vers la 
droite ou précisément à dérivée droite nulle. Dans ce but je présente 
une étude soigneuse des « ensembles clairsemés droits [gauches] », c'est- 
à-dire des ensembles tels que tout sous-ensemble contient un point 
isolé du côté droit [ gauche]. Cette étude est conduite exactement sur 
les traces de celle, analogue, de M. Denjoy (‘) sur les ensembles clair- 
semés, c’est-à-dire tels que tout sous-ensemble contient un pointisolé. 

Au deuxième paragraphe du présent Mémoire j’examine plusieurs 
questions relatives aux fonctions à dérivée droite nulle. 

Au dernier paragraphe j’étudie essentiellement le dit problème de 
la recherche d’une primitive et je montre la possibilité de le résoudre 
presque partout en a-b. Il en reste exclu un ensemble E de mesure nulle 
(non dense en tout a-b), mais la fonction trouvée est telle que ses nombres 
dérivés à droite en E diffèrent de moins d'un nombre arbitrairement 
donné £ > o de la dérivée droite donnée (E étant indépendant de €). 

Nous croyons que ces pages mettront bien en évidence les grandes 
difficultés que le probléme présente, et nous serions très heureux si 
cette étude pouvait suggérer l’idée décisive et finale que nous n'avons 
su trouver. Pour faciliter des recherches ultérieures nous avons cru 
utile de ne pas négliger certains détails que l’on trouvera par exemple 
aux n° 3, 11, 13, du paragraphe III. 

Je dois ma plus profonde gratitude à ceux qui ont rendu possibles 
ces recherches, au gouvernement italien qui m’a donné les moyens pour 
mon long séjour à Paris et surtout à M. Arnaud Denjoy qui a voulu me 


guider avec une bienveillance dont je conserverai le souvenir pour 
toute ma vie. 


(1) A. Densoy, Sur les ensembles clairsemés (Proceedings of the Section of Sciences de 
la Koninklijke Akademie van /Vetenschappen. Te Amsterdam, 1920, vol. XXII. Part. 2, 
n°* 6-10, p. 882). Voir aussi M. Frecner, Les espaces abstraits (Collection Borel, 1928, 


p. 65, 174, 267); N. Lusin, Lecons sur les ensembles analytiques (Collection Borel, 1930, 
P. 104-111). 
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I. — Les ensembles clairsemiés droits [gauches]. 


1. Appelons dans un ensemble E linéaire point isolé du côté droit 
[gauche]; ou point isolé droit [gauche], un point de E, extrémité 
_ gauche [droite] d’un intervalle totalement étranger à à E. 
- Un ensembleE sera dit clairsemé droit| gauche] si tout sous-ensemble 
_ de E contient un point isolé droit [ gauche ]. 
2. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble E soit 
_ clairsemé droit | gauche] est que E soit non dense sur chaque ensemble 
… parfait P lorsqu'on néglige les points de P .E qui sont extrémités gauches 
. [droites] des intervalles contigus de P. 


a. La condition est nécessaire. — En effet, sielle n’était pas satisfaite, 
_ il existerait un sous-ensemble E, de E partout dense sur l’ensemble Q 
- qu'on obtient d’une portion P, de P (') lorsqu'on néglige les extré- 
- mités gauches [droites] des intervalles contigus à P,. Tout pointde E, 
- serait limite de Q du côté droit [gauche |, donc aussi limite de E, du 
- côté droit [ gauche |. Il y a contradiction. 


Bb. La condition est suffisante. — En effet, soit E, un sous-ensemble 
- quelconque de E. II faut montrer que E, a des points isolés du côté 
_ droit [gauche]. Si E, a un point isolé bilatéralement, c’est fait. 
Sinon E, est dense en lui-même. Soit P son dérivé (parfait). E, est 
- partout dense sur P. Par hypothèse E, est non dense sur P lorsqu'on 
- néglige les extrémités gauches [droites] des intervalles contigus. 
Done E, contient des extrémités gauches [droites] d’intervalles 
Deus à P. Ces points sont isolés droits [gauches] dans E,. 


3. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il soit possible 
d’affecter à chaque point a d’un ensemble E un intervalle i(a) duquel a 
soit l'extrémité gauche [ droite |, de manière qu'aucun point de la droite 
ne soit intérieur à une infinité d’intervalles i(a), est que l'ensemble E soit 

_ clairsemé droit [ gauche] (*) 


(2) P; est l’ensemble des points de P contenus dans un intervalle. 
(2) Voir A. Densoy, Sur les ensembles clairsemés, loc. cit. 
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a. La condition est nécessaire. — En effet, si E n’est pas clairsemé 
droit [gauche], il existe un ensemble parfait P sur lequel l'ensemble E, 
des points de E qui ne sont pas extrémités gauches [droites ] d’inter- 
valles contigus à P est dense. Soit a, un point quelconque de E,. Il ya 
à l’intérieur de i(a,) des points de P, donc aussi des points de E,. 
Soit a, un point quelconque de E, à l’intérieur de #(a,). Il ÿ a, à l’inté- 
rieur de la partie commune aux intervalles #(a,), ë(a,), des points de P, 
donc aussi des points de E,. Soit a, un point quelconque de E, à l'inté- 
rieur de cette partie. Ayant choisi le point a,, on observera que, à 
l’intérieur de la partie commune aux intervalles ¢(a,), (a2), ..., 
i(a,), il y a des points de P, donc aussi des points de E,. Soit @,,, un 
point quelconque de E, à l’intérieur de cette partie. Les points a,, 
gy «++ Ary Aus + forment une suite croissante [décroissante] dont 
la limite est un point « de P qui est intérieur à une infinité d’inter- 
valles (a) (‘). 


Remarque. — Pour déterminer un de ces points « qui sont intérieurs 
à une infinité d’intervalles #(«) nous avons fait une infinité dénom- 
brable de choix arbitraires. Voilà de quelle manière il est possible de 
régulariser ces choix. Étant donné un nombre # > o quelconque, on 
peut avoir deux cas : ou il y a une infinité d’intervalles (a) de lon- 
gueur 24, ou il y a seulement un nombre fini. 


1° S'il y a une infinité d’intervalles :(a) de longueur >, soit mun 
point limite des extrémités gauches [ droites] de ces z(a). Tous les 
points à droite [ gauche] de m et suffisammet près de m (c’est-à-dire 
tels que x — m< k) sont intérieurs à une infinité de i(a). 

2° S'il ya seulement un nombre fini d’intervalles #(a) de longueur >4 
(et cela quel que soit &), les points de E, sont tout au plus une infinité 
dénombrable. Alors il est évident que les choix sont possibles (en 
admettant que cet ensemble soit effectivement énumérable). 


b. La condition est suf fisante(*?). — Supposons que E soit clairsemé 


(*) Un raisonnement de M. Denjoy (Journal de Mathématiques, 7° sér'e, t. 1, 1915, 
P- 149) montre que l’ensemble des points « de P qui sont-intérieurs à une infinité d’inter- 
valles i(a) forme un résiduel de P, c’est-à-dire le sous ensemble de P qui reste quand on 
exclut de P successivement une infinité dénombrable d’ensembles non éenses en P. 

(?) Voir Annali di Matematica, loc. cit., n° 8, p. 256. 
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droit [gauche]. Soit E, l’ensemble des points de E qui sont limites 4 E 
du côté droit [ gauche]. Soit « un nombre ordinal quelconque. Sia est 
de première espèce, soit E, l’ensemble des points de E,_, qui sont 
limites à E,_, du côté droit [ gauche]. Si « est de seconde espèce, soit 
E, l'ensemble des points communs à tous les E,, de rang inférieur à «. 
Chacun des E, contient tous les ensembles suivants. Je dis que tous les 
E, sont nuls à partir d’un certain rang de a. 
En effet E,,, est contenu dans l’ensemble E, dérivé de E,. Donc 
l’ensemble E, contenant E,,, contient tous les ensembles E, d’indices À 
supérieurs à «. Comme E, est fermé, E, contient tous les ensemblesE,, 
si À >a. Donc, d’après un théorème connu, il existe un rang 6 tel 
- que Ey, > Ez, si 3’ < B, et tel que Ezy = E3,, —...Ë; étant situé dans E, 
pour À >a, E, est situé dans le dérivé E, de E,. Donc l’ensemble Es est 
nécessairement nul, car s’il n’était pas nul, il serait parfait, puisqu'il 
coincide avec un ensemble Eg,, contenu dans son dérivé Ez. Or il est 
impossible que Kg soit parfait, parce que Ey,, serait en ce cas-là non 
dense en Kg. 

Es étant nul, Es a un nombre fini de points ou est nul. En tout cas, 
E:., est nul. 

L'ensemble E est dénombrable. Car, l’ensemble Q des points au 
voisinage desquels un ensemble D est non dénombrable, est parfait, et 
l’ensemble des points de D qui sont limites à Q du côté droit [ gauche | 
est partout dense sur Q. 

Cela posé, nous envisageons pour un point quelconque a de E, deux 
sortes de rangs. D'abord, E étant dénombrable, nous pouvons attri- 
buer à a un rang entier propre n. D'autre part, dans la suite des 
ensembles E,, formée comme il a été expliqué, considérons ceux de ces 
ensembles qui ne contiennent pas a. L’un d’eux a un rang inferieur à 
tous les autres, soit y ce rang. y ne peut être un nombre de seconde 
espèce. Car a, étant situé dans E,,, quel que soit y <{ y, serait dans E;, 

si yétait de seconde espèce. On peut donc poser y=6+1.aestdansE;, 
mais non pas dans E;.,. Donc, a est dans E; mais n’est pas point limite 
du côté droit [ gauche |. aest un point de E; isolé du côté droit [gauche]. 
Cela étant, o(7) étant une fonction quelconque de n tendant vers zéro 
quand » croit, nous prenons pour 7(a) un intervalle ayant pour 
extrémité gauche [droite] a et une longueur /(a) inferieure d’une part 
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à o(n), d'autre part à la distance de a à la partie de E; qui est située à 
droite [gauche] de a. | | 

Je dis qu’un point quelconque Ë de la droite n’est intérieur qu’à un 
nombre limité d’interyalles :(a). En effet, si E était intérieur à une 
infnité d’intervalles z(a), soient al"), al), ..., at, ... les extrémités 
gauches [droites] de ces intervalles, di, autant tein 046s DROME 
analogues à à correspondant à ces divers points, 7,, Ma. ..., ps +++ 
leurs rangs dans le premier classement des a en suite unilinéaire, et 
enfin J, la longueur de (al). Puisque les n, sont distincts, n, croit 
indéfiniment avec p, donc J, < (np) tend vers zéro, donc & est point 
limite des a). 

Je considère deux cas : 


1° Il y a dans la suite Gy, «.. Op -.. Une infinité de termes égaux 
à une même valeur 6. Alors € est un point limite de points E;, c’est-à- 
dire € appartient à E;. Mais ceci est impossible puisqu’a chaque point a 
de E; nous avons fait correspondre un intervalle z(a) qui ne contient 
aucun point de E;. 

2° Il n’y a pas dans la suite 6,, &,, ..., 6,, ... une infinité de 
termes égaux. Nous pouvons supposer que telle suite soit toujours 
croissante, car on se réduit tout de suite à ce cas en choisissant une 
suile partielle. Chacun des a” appartient à tous les E;, avee g<p. 
Donc € est un point limite de chacun des ensembles E;,, c'est-à-dire il 
appartient à chacun des E;. Mais ceci est impossible, pour la même 
raison que plus haut. 


La condition est donc suffisante. 


II. — Les fonctions à dérivée droite nulle. 


1. Nous démontrerons au paragraphe III, n° 4 que l’ensemble des 
points de discontinuité d'une fonction continue à droite et dérivable 
vers la droite est clairsemé gauche. Cette propriété vaut en particulier 
pour les fonctions à dérivée droite nulle. Une fonction F(a) à dérivée 
droite nulle en a-b est constante sur chaque intervalle contigu à 
l’ensemble de ses points de discontinuité, y compris l’extrémité gauche 


Se eT ee de: 
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de ce contigu. Ces intervalles contigus forment un ensemble partout 
dense en a-b. Si — est un point de discontinnité isolé, il existe un 
intervalle 43 tel que «<& << 8 et un nombre positif {= w(£)], dis- 
continuité de F(x) en &, tels que, pour tout couple de points’, x” tels 
que 


Von ait 


avetw LI. 

Inversement, étant donné un ensemble clairsemé gauche quel- 
conque, existe-t-il toujours une fonction à dérivée droite nulle qui 
l’admet pour ensemble des points de discontinuité? Pour résoudre ce 
problème il suffit de trouver un exemple particulier de fonction 
semblable. C'est ce que nous allons faire. 


PROBLÈME. — Étant donné en a-b un ensemble E clairsemé gauche 
quelconque, construire une fonction F(a) continue à droite et ayant la 
dérivée droite nulle en tout point de a~b, discontinue en tout point de E 
et continue hors de E. 


Nous reprenons les notations du paragraphe I, n° 3, et nous posons, 
pour chaque indice transfini « de première espèce, 


Kp Br. (Ré = E,). 


Posons en correspondance biunivoque les éléments £ de E, desquels 
chacun appartient à un et un seul des K,, avec les termes d'une serie 
absolument convergente (d’ailleurs quelconque) Lu(2), et indiquons 
par 6(&) la distance de £ au point limite de E,_, plus voisin du côté 
gauche. La fonction 


est continue à droite en tout a-b. En effet, pour 2 >a, ona 


F(z) =F (a) 2H u(E)Ô(E) <(b— a) 2; u(£), 
M LES 2 LES x 
donc 
lim [F(xz)—F(x)]= 0. 


C> Lo +0 


6 * 
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De plus F(z) a la dérivée droite nulle en tout point de ab. 
Démontrons-le en distinguant deux cas : 
1° x, isolé vers droite par rapport à E. On a, pour x >a, et  — 2 
suffisamment petit, | 
F(æ) — F(x) = pas u(E) d(E) =o. 
a <ESx 


2° a, point limite de E du côté droit. J'indique par a, le plus petit 
des indices des E, auxquels n’appartiennent pas les points E de l'in- 
Li 2e ie, a : I 
tervalle 2, a2)—+ : ouvert, c’est-a-dire &, <E Capt ah La 
suite &, a, ...,@), ... ne peut être croissante, donc, au moins à 
partir d’un certain terme, elle est constante. Soit « sa limite. 


Il s'ensuit que x, est un point limite du côté droit pour chaque E, 
avec « <a. D'autre part il existe un nombre entier 7 tel que chaque 


point Edea To + = appartient a un K, avec aca. Donc, pour chaque Ë 


en To Lo+ = onac(&)<&— ay. Ils’ensuit, pouræ, x << x + 


F(x)—F(a)= À, uE)8E)S(&— a) À, ul), 
x<ESx Et eS 
d’ou 
lim F(x) — F(a) =o. 
LS Xy+0 T— Lo 
De plus la fonction F(a) est évidemment discontinue en tout point 
de E et continue hors de E. 


Remarque. — Pour un indice quelconque « de premiére espéce, les 
points € de K, qui appartiennent à E}_, (indiquons-les par £,) sont 
extrémités droites d'intervalles contigus à E,_,. Donc les nombres 6(&, ) 
correspondants sont les longueurs des intervalles contigus à E,_, dont 
les £, sont extrémités droites. E,_, contient E,. La série x*o(E,) des 
longueurs à relatives aux points £, qui sont contenus dans un même 
intervalle contigu à E, ne peut pas être supérieure à la longueur de 
l'intervalle contigu. Donc, si l'extrémité droite de cet intervalle 
contigu est un point £,,,, on a nécessairement 


2° 3 (Ex) £O (Ex). 


Sy See ee 
“ 
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Donc les nombres ¢(£) constituent une suite de nombres positifs 
qui ne sont pas indépendants l’un de l’autre. 


2. Sur les fonctions à dérivée droite nulle on peut se poser différents 
problèmes de plusieurs points de vue. Un de ces problèmes, dans le 
but de rendre moins particulier l’exemple du n° 1, peut être formulé 
dans les termes suivants : étant donnés en a-b un ensemble E clairsemé 
gauche quelconque et pour chacun des points € qui le compose un nombre 
positif w[= w(Ë)], quelles conditions doivent étre satis faites pour qu'il 
existe une fonction F(x) à dérivée droite nulle en a~b, dont l’ensemble 
des points des discontinuités soit E et telle que sa discontinuité en chacun 
des points E soit précisément = w te )? Ces conditions étant admises, cons- 
trutre une telle fonction F(x). 

N’ayant pas réussi à résoudre ce problème, nous nous bornerons, 
dans les numéros suivants, à quelques considérations préliminaires et 
très particulières. 

On voit d’abord tout de suite que, pour la continuité à droite de F(z) 
en tout point de ab, il est nécessaire que, pour tout nombre positif K, 
l’ensemble des points € de E pour lesquels on a w(£)2K soit bien 
ordonné de gauche à droite (''). 

Ceci revient à supposer que, pour toute suite décroissante £,, &2,..., 
E,,..., de points de E, l’on ait 

lim # (é,) = 0. 
n> 
Si æ, est la limite de cette suite, pour la dérivabilité vers droite en x, 
il est aussi nécessaire que, ayant posé ¢, = Ë, — a, pour chaque valeur 
de l’indice n, l’on ait soie 
ne ireta(e. 


> © n 


3. Etudions le cas particulier où E est formé d’une suite croissante 


r £ F 
fig Gay. , es Sry 


(2) Il est aussi nécessaire que cet ensemble soit fermé. Si les discontinuités sont 
toutes de première espèce, cet ensemble est toujours fini. 
(2) Voir Annali di Matematica, loc. cit., n° 2, p. 251. 


Ann. Éc. Norm., (3), L. — Mars 1933. Ul 
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et de son point limite 2)(< 5). Posons 


© (Lo) = Oo, 0) (én) = Wny 


pour toutes les valeurs de n=I, 2,3,.... ald 
Il est évident que chacune des discontinuités w, peut être arbitraire- 


ment donnée. Au contraire l’ensemble de toutes les discontinuités ,, 
w,(n=1,2,3,...) ne peut pas être arbitrairement donné. On voit 


par exemple tout de suite que la condition w,2limw, est nécessaire. 
n> 


Mais elle n’est pas toujours suffisante : par exemple, si 


RER REST: (a, b constantes arbitraires; ab; n—1,2,3, ...), 


c’est la condition w,2a + b qui est nécessaire et suffisante. 
Nous nous proposons la recherche de Ja relation nécessaire et suffi- 
sante qui doit exister entre w, et la suite des w,. 


A toute suite 
Es Es, …) Ens 


de nombres chacun égal à + 1, correspond une fonction 


mnt 


F(z) at En Wns 


n=1 


pour x tel que £,<æ < Ens. Cette fonction, qui est définie pour tout 


x tel que Ë,<x << x,, résout le problème en tout l'intervalle Ea. On 
voit donc que, si le problème est résoluble en tout a-b, il l’est d’une 
infinité de manières [ même indépendamment du choix arbitraire des 
valeurs de F(a) en a et en x; ], parce que la solution ne dépend pas 
du choix d’un groupe fini quelconque de valeurs ¢,. Inversement, à 
toute fonction F(a) qui résout le problème en £,z,, correspond [a 
une constante additive F(é,) prés] une suite {e, | bien déterminée. On 
voit donc que la possibilité de résoudre le problème équivaut à celle 


de trouver une suite {¢,} telle que l’oscillation de la série Denn 


n=1 


soit Sw,. 
À un autre point de vue le problème proposé, dans ce cas parti- 
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culier, n’est qu’un probleme sur les séries à termes réels et nous le 
pouvons énoncer comme il suit : 


a. Quelle est la limite inférieure U des oscillations des séries qui 
ne diffèrent entre elles que par les signes des termes ? 

b. Cette limite inférieure est-elle un minimum atteint ? 

c. Dans le cas affirmatif, construire une série dont |’ oscillation soit 
minimum. 

Quelle que soit la fonction F(a) [la suite {e, i], nous indiquerons 


par Q(F) l’oscillation fp F(x) à gauche de x, | l’oscillation de la 


(pte 


série evs]. On a pour Q(F) l’expression 


n+p 
QF) = É Jim | Fiat) =F (23 lim Sexox 
dre er fran 


(p variant indifféremment avec 72). 


-4, Deux nombres positifs n +p étant donnés arbitrairement, consi- 


dérons un groupe 
Eny Ents ss Entp 


de p +1 nombres, chacun = + 1. Indiquons par 


p-( 2, Py &k) (Kan, n+1,...,2+p) 


SP ee Bs ee B22 sommes 


la plus grande valeur absolue des 


Ent hO@nsht EnthriOnth+a +++ EnthakOnth+ks 


que l’on obtient en choisissant de toutes les façons possibles les 
entiers non négatifs h, # tels que o£h + #£p. 

Soit A(n, p) le minimum de H(n, p,#) pour tous les 2’*' choix 
distincts des ¢,(k—=n,n+1,...,n +p). Ces nombres A(n, P) 
peuvent étre définis pour chaque couple de nombres entiers posi- 
tifs n, p. Évidemment l’on a 
À(n,p)<£A(n,p') 
pour p <p’. 
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Posons ' 
v,= limA(n, p). 
p>@ 


5. Nous voulons montrer de quelle façon l’on peut construire, pour 
un indice n quelconque, une suite 


Ens En+iy En+ay 


de nombres chacun = £1, telle que l’on ait 


h+k 
Va max > En+mOn+m |» 
h, k quelconque 
mah 


c'est-à-dire telle que l’oscillation en E,_,æ, de la fonction correspon- 
dante F(x) soit — v,. A tel but choisissons (ce qui est possible), pour 
chaque entier p > o, un groupe 


(p) (y) (p) * ply) 
En 1 En+1 ’ En+2) ies: | En+p 


de p + 1 nombres chacun = +1 et tels que 
p(n,p,e#);)—=2(n,p) any Uy Ses 
c'est-à-dire que 
i+] 


- (p) = 
_max > Cif) @On+k | = À(R,p). 
i,/4 uelconque : 
i+jSp est 


Considérons ensuite le tableau 


at 
eke Ent) 
a teeta teen 
Vee sy Seat) Vale DS 
Cy Sty Elan ce. Ep: 


oy Nous .…, shy se ey 


et extrayons-en une suite unique 


Ens En +19 En+ay Te y En+prs 


selon la loi suivante. Les nombres ey, (P=0; 1,2, .1.-) étant 
chacun =-ty, il y en a sûrement une infinité qui sont égaux entre 


TE à 
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eux. Soit €, cette valeur commune ('). Supprimons du tableau (1) 
toutes les lignes qui ne commencent pas par ¢, et raisonnons d’une 
manière analogue sur la seconde colonne du tableau restant : c’est-à- 
dire indiquons par ¢,,, une valeur commune à une infinité de 
nombre ¢/’’, (qui figurent dans ce second tableau) et supprimons 
toutes les lignes dont le second élément est En Ainsi nous conti- 
nuons indéfiniment. 
S’il était 
h+k 


Pr > max > En+mOn+m |; 
h, k quelconque 
m=h À 


il devrait exister un entier p > o tel que, pour chaque p> p, l'on ait 


h+k 


Fi a Sa < A(n, Pp), 
mah 
quels que soient h, k non négatifs, avec h + k<p. Ceci est impossible 
à cause de la définition même de A(n, p). S'il était 
h+k 


Pa < max > En+m On+m |; 


h, k quelconque 
m=h 


il devrait exister un couple de nombres entiers positifs h,, 4, tels que, 
pour chaque p, l'on ait 


Iiy+hy 


Mn, P) ES De Ein D nm . 
m=h, 
Il existe une ligne du tableau (1) (il en existe même une infinité) à 
laquelle appartient le groupe. 


ently) En thy +15 ..)  En+h+h 
soit par exemple la ligne {e/,}(j=0, 1, 2, ..., p). Étant alors par 
construction 


u(n,p;e@;)=A(n,p)  (J—=0,1,2,...,p), 


(1) S'il y en a une infinité pour chacune des deux valeurs, nous posons En = +1. 
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il s’ensuit 


iy t+hy 


An. P) 2 Ù Enr usm | 


mah, 


Il y a contradiction. Donc 


h+k 
pr max à Enr On+m |- C. Q. F. D. 
Ah, k quelconque: 
mah 


Ce raisonnement montre en outre que, pour chaque xn, +, est la 
limite inférieure des oscillations en £,_,2, de toutes les fonctions F(x), 
c’est-à-dire la limite inférieure des expressions 


h+k 


max > En-m Dm 


hh, k quelconque 
5 mah 


pour toutes les suites €,, En,1, En+a, . +2. 
[ s’ensuit’,2¢,, pour r <n’. Posons 

lim »,= V: 

ee 
Je dis que V=U (n° 3, a). En effet, un nombre € > o étant donné 
arbitrairement, il existe des ¢, (tous les +, pour n suffisamment élevé) 
telles que ¢,< V + <. Pour un quelconque de ces +, l’on peut cons- 
truire, comme nous l’avons vu tout à l'heure, une suite 


Len CE CS 


telle que 
ASK 


max Ù En+mOn | = Ph V + €. 


h, À quelconque 


: ; mah | 
Mais l’on a 
h+k | h+k 
RE Re LA = 
lim bee ae < max s ee. fo, 
h > = h, & quelconque | 
mah mah 


(/ variant indifféremment avec A), 


donc U< V+ <. D'autre part, pour la définition de U, il existe une 
suite {e, } (m=1, 2, .. .) telle que 
A+k 


lim : Em Om | < U ir De 


Len 
moh 


(Æ variant indifféremment avec h). 
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Il existe donc un entier n, tel que, pour chaque indice n > 7, et pour 
chaque p, l’on ait 


LCR, p, &m) < U +e (m=n,n-+1,...,n+p). 
Donc, pour chaque n > n, et pour chaque p, l’on a aussi 
A(n,p) <U+e, PASU+E, VSU+e. 
Done V = U. C04 FD, 
6. Nous avons montré au n° 5 de quelle manière on peut construire 


une suite de fonctions F(x), dont les oscillations à gauche de x, 
forment une suite ayant U pour limite. Voila des limitations pour 


_ cette limite inférieure U, 


lim w,< U<2 lim o,. 
no n> 


La première partie de cette relation est évidente. Pour la seconde 
partie il suffit de montrer qu’il est possible de trouver une suite €, 
Eo, «+ +> €n) --- dc nombres, chacun == 1, telle que 


n+p . 


En, 


(p variant indifféremment avec 7), 


<2 lim @, 
n> 


lim 
u>o 


c’est-a-dire telle que 
fim | F(Ev) — F (Ene) {$2 lim o,. 
n'> n> 
n" >a , 
En effet, posons €, —1 et en général (pour tout Ra)re, =1 
si F(E,_,)$90, En = —1 si F(€,_,) >o. Alors, pour tout h>1,o0na 
| — we< F(E:)< ox, 
k étant le plus grand indice <h tel que F(&,_,) a signe contraire 
à F(E,) (o étant considéré comme négatif). Il s’ensuit l’énoncé. 


7. Voici quelques cas où l’on peut répondre affirmativement aux 
questions 5, c que nous nous sommes posées à la fin du n° 3. 


1° Tous les w, sont égaux. 


* 
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2° Il existe deux nombres a, b(a 6) tels que, pour chaque n, l'on 
ait w, = a ou w, = b. Soit en effet a> b. Si les termes w,= b se pré- 
sentent selon des groupes dont chacun est formé d'un nombre pair de 
termes consécutifs, l'on a U — a; et une série dont l’oscillation = U 
peut être obtenue en posant e, = +1 selon que n est pair ou impair. 
Dans l'éventualité contraire on peut distinguer trois cas : «. a22b; 
8. a <2b et une infinité de groupes impairs'de termes w, = a alter- 
nant avec les groupes impairs de termes w, = b; y. autres hypothèses. 
Dans les cas a, B l’on a U—a—+b et une série dont l’oscillation 
est =U peut être obtenue de la manière suivante : on imagine de 
supprimer dans la suite {w,} tous les groupes qui sont formés d’un 
nombre impair de termes consécutifs = b et l’on attribue alternative- 
ment les signes +1 séparément à la suite supprimée et à celle non 
supprimée. Dans le cas y l’on a U—2a—b et la construction est la 
même que dans la première éventualité ('). 

3° Les w, sont tous multiples d’un même nombre, c’est-à-dire il 
existe un nombre # tel qu’à chaque indice n corresponde un entier 
1,> 0 tel que w,—1I,4. En effet, dans ce cas, toute série formée avec 
les w, en oscillation qui est, elle aussi, multiple de # et par conséquent 
la limite inférieure U de telles oscillations doit être un minimum. Le 
procédé que nous avons indiqué au n° 5 nous sert à construire une 
série dont l’oscillation soit = U. 

4° Il existe, déterminée et finie, la lim w, = L. Si L=o la solution 


n> 


est évidente (?). Supposons donc L > o et posons 


= 
Ou = L + (— 1)" Nr; ym 


n=1 


étant une série à termes -> 0. Etudions d’abord la fonction 


a n n 
s & 
Foe) = Dia = bY (nm Su, 
ao | 


CE | mi 


(pour x tel que E,<x < En,:). 


ee 


(') Il ne semble pas que lon puisse donner un procédé semblable dans le cas où 
es w, peuvent prendre seulement un nombre fini, mais = 2, de valeurs différentes. 
' Nous reviendrons sur ce cas (voir le n° 8). 


WAR a 
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Pour 7 pair l’on a 


F(2)=— Ÿ nn; 


m=l 


pour 7 impair, l'on a 


F(z)=L— Dr: 


m—1 
Soient x’, 2” deux points quelconques (x'< 2x”) et 
En< ee Cnet £ Enr< aie Envie 


Si n’, n” ont la même parité, on a 


[F(2’) —F(2")|=| À |. 


m=n'+1 


Si n’ est pair, n” impair, ona 
a 


| F(a’) —F(#")|=|L— SY an. 
‘ m=n'+1 
Sin’ est impair, n” pair, ona 


n" 


[F(a’)—F(2")[=|L+ Ÿ an. 


m=n'+1 
Donc ona 
n" 
fim [F(æ)—F(z)|=L+Gm| Ÿ | 
23 To —0 n'> © 
2" S2,—0 m=n'+-1 


n" quelconque > n° 
Donc l’oscillation Q(F) à gauche de x,, de la fonction F(x), 
est — L + À, étant 


Alim © Vin Sn. 
m=1 


n'> 
m=n +1 m=1 
n” quelconque > 7” 


” 


Nous avons démontré (n° 6) que US 2L. D’autre part, si pour une 
quelconque F*(x) des fonctions à dérivée droite nulle avec les discon- 
tinuités =o, aux points &,(n=1, 2, 3, ...) il y a une infinité de 
couples de points €,, E,., où elle varie dans le même sens [ c’est-à-dire 
si l’on a 

LE" Cx) — F*(2") | = Ont ns: pour En1<2'< En, Eni Se” < Enso], 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — Mans 1933. 12 


90 TULLIO VIOLA. 


alors on a Q(F*)>2L. Donc si 22L, il est impossible qu'une fonction 
admettant les discontinuités w, données ait une discontinuité < 2L à 
gauche de x,. Dans ce casonadoncU=2L  . 

Si l’on a À <L, la fonction F(x) construite selon la régle donnée 
réalise en a, la discontinuité minimum : c’est-à-dire que l’on a 
U=L+A('). Mais il est facile de voir que, même dans le cas A>L, 
il est toujours possible de construire une fonction qui réalise en x, la 
discontinuité minimum, c’est-à-dire telle que l’on ait Q(F)—2L. A 
tel but choisissons une suite «,, &«,, %,, ... de nombres chacun = +1, 
de manière que la série 


æe 


>, Ain LTÉE SE Nisin) 


ma! 
soit convergente | ce qui est sûrement possible, puisque 


lim (Nam + Nem) = o], 


mm > © 
et posons 
Om Nam—i— lan 13 Am am Ndi (ax, PNR .). 
Je dis que la fonction 
n 
F(æ)= > (— ai) Zn ®m; pour x tel que E,<æ < En 
mA 7 
donc ¢,,= ms pour m impair, <¢,,= %, Pour m pa est telle 


que Q(F) = aL. Pour le démontrer, il suffit d’examiner les valeurs 
prises par F(æ) en faisant varier n. Si n est impair, on a 


ca Brome i Sas 


m=1 


F(2)=— > Ans 
mt 


Si nest pair, ona 


(1) La condition ><L n’exige pas que la a Wn existe, c'est-à-dire que Yon 


ait lim q,= 0. Done la fonction F(a) construite selon la règle donnée peut réaliser 


n > 0 


en ay la discontinuité minimum, même dans d’autres cas. 
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> 
4 ; 3 
3 Donc, en raisonnant d’une façon analogue à ce que nous avons fait 
à 
- plus haut, on trouve 
1 n? 
% Q(F)= lim |F(2') —F(2")|=oL+ lim Wee el y"): 
1 > Ly— 0 n' > 
a CU" To m=n" 
. n" quelconque > 
a Ce Or re D: 
“ On trouverait le méme résultat avec la construction du n° 6 CAR 
ji 8. Avant de quitter la question dont nous nous sommes occupés 


_ dans les derniers numéros, nous voulons ajouter une observation à 
- propos du cas 4°, n° 7. Pour L — 0, quelles valeurs limites F(æ,— 0) 
- peuvent être prises par les fonctions F(a) qui résolvent le problème ? 

En d’autres termes : quelles peuvent étre les sommes des séries conver- 


gentes De w,, dont les termes sont donnés en valeur absolue et tendent 
w= 


vers 3€To ? 


B C’est un résultat démontré dans les éléments que, si la série Yo, 
° 4 M4 | 


est divergente, chaque nombre réel K=0 peut être somme de telles 
séries. En effet, si K20, soient : 


n, le plus petit entier positif tel que 


Sas 


n=1 


n, le plus petit entier positif > n, tel que 


ny 


My 
Yon Ÿ men, 


Rost N=MNy+1 


(*) Il est vraisemblable que ce genre de procédé pourrait résoudre le problème même 
dans le cas où les w, ont deux valeurs limites et deux seulement. Mais on rencontrerait 
tout de suite de graves complications. 

(2) Nous avons donné la seconde construction comme type de raisonnement qui 
pourrait servir pour résoudre des problèmes plus compliqués (or la note précédente). 
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n, le plus petit entier positif > », tel que: 


ny Ng ns 
D on- >; On + 3 QQ; => Ke heey 


n=1 n=m+1 n=Ng+1 


Il suffit de poser e,—+1 pour n£n,, e,—=—1 pour n, <n£m, 
e,—+1 pour nr, <n£n;,, etc. De meme siK<o. 


Si la série Yo, est convergente et siS est sa somme, on voit facile- 
F n= = 
ee à. 
ment que les sommes des séries DEC forment un ensemble par- 


n=1 


fait P, dont les extrémités sont en —S, +-S. Si w, > Ÿ'w, quel que 


soit n, alors P est partout non dense en —S-+S: les points de pre- 


mière espèce de P sont les sommes des séries ¥ ,w, dans lesquelles 
Et 


tous les €, sont égaux à partir d’un certain rang. 


III. — Recherche d’une primitive d’une dérivée droite finie. 


1. Le but de ce dernier paragraphe est la recherche d’une primitive 
d’une dérivée droite finie donnée. Nous examinerons d’abord quelques 
questions préliminaires. | 


Soit F(x) une fonction dont les nombres dérivés à droite sont partout 
finis sur un intervalle a~b. L'ensemble It des points de discontinuité de 
F(a) est clairsemé gauche en a~b (*). 


En effet il est déjà connu que JU est partout non dense en a-b (?). 
Il suffit donc de démontrer que, si P est un ensemble parfait quel- 
conque non dense en a b, l’ensemble des points de 97 appartenant 
à P et qui ne sont pas extrémités droites d’intervalles contigus à P est 
partout non dense en P. 
SRE SRE PE PRET En Er ER SE Ee EU, 

(*) Les théorèmes que j'ai donnés successivement au paragraphe 2, n° 5, p. 253 de 
Particle cité des Annali di Mat., au n° 1, p. 531 de la première des notes citées des Ren- 


diconti dei Lincei et le présent contiennent chacun le précédent comme corollaire. 
(?) Annali di Mat., loc. cit. A la note (1). 


OCEAN 
si à 
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Soit, si possible, mn un intervalle partiel de a-b, contenant des 
points de P et tel que l’ensemble des points de 94 appartenant à P et 
qui ne sont pas extrémités droites d’intervalles contigus à P, est par- 
tout dense sur la portion de P qui est contenue en mn. Soit x, un de 
ces points en mn et soit £ un point de P limite vers la droite et situé à 
gauche de x. Posons 

L'= lim F(x),  L'— lim F(z), 
# > we ara 
et indiquons par x’, x” deux variables (à droite de £) qui tendent 
vers x, de manière que 
lim F(æ)=L, lim F(x") =". 


a’ > Xo LS Lo 


On aura alors 


LL UE PC DC A Lt (Ey. 


z'> Lo - - Lo — CG Xu" > Xp Be Lo — Ë 
Maintenant faisons tendre & vers x, — o. La différence 


Lia EG): Li BE) 


gee Zyo—F 


Fe = fl as + € 
tend vers æ. On peut donc choisir trois valeurs x’, x”, Ë telles que la 


différence | 
F(x!) — F(E)  F(#t) — F(é) 


æ'—£ æ'"— € 


soit plus grande qu’un nombre positif A arbitrairement donné (rds 
En répétant ce choix pour tous les points comme x, et en attribuant 
successivement à A des valeurs indéfiniment croissantes, on construit 
une suite d’intervalles de manière que ces intervalles et les quotients 
différentiels de F(a) correspondants se trouvent dans les conditions 
d’un théorème fondamental de M. Denjoy (*). Ce théorème fonda- 


(:) Le choix d’un point x’ qui soit aussi proche qu'on veut de xo et tel que F(z’) soit 
aussi proche qu’on veut de L’ peut être régvlarisé en utilisant la continuité à droite 
de F(x). De même pour x”. 3 

(2) Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues (Journal de Mathéma- 
tiques pures et appliquées, 1915. t. J, p. 149). Voir aussi T. Viota (Annali di Mat., loc. 
cit., paragraphe 1, n°2, p. 245, rt n° 7, p. 250). 
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"mental permettrait de conclure que l’ensemble des points de a-b où 
l'on a D,F(x) — D,F(æ) = æsoit non seulement partout dense sur la 
portion de P qui est contenue en mn, mais aussi un résiduel de cette 
portion, ce qui est absurde. ù 


Remarque. — La démonstration que nous avons donnée peut être 
exactement répétée en prenant comme base non le continu, mais un 
ensemble parfait Q quelconque. La fonction F(x) sera définie et con- 
tinue à droite en Q; les nombres dérivés droits seront définis seule- 
ment par rapport à Q ('); l’ensemble que nous avons indiqué par P 
sera un sous-ensemble de Q, partout non dense en Q; etc. 

Si F(a) a spécialement à Q, en chaque point (non isolé du côté 
droit) une dérivée droite finie, l’ensemble des points de discontinuité 
de F(a) est clairsemé gauche (évidemment il est situé sur Q). Pour 
être ramené au premier cas, il suffit de considérer F(x, Q)=F(x) 
sur Q et linéaire sur tout intervalle contigu à Q. 


2. Il nous convient d'étudier une simple transformation à laquelle 
il est possible de soumettre une fonction continue à droite quel- 
conque, sans en altérer les nombres dérivés droits. Il nous semble 
plus expressif, pour cela, d'adopter le langage géométrique : on le 
traduira facilement, si l’on veut, en langage analytique. 

Soit F(a) une fonction continue à droite quelconque en ab. Soit 
MNP un triangle quelconque, dont les sommets M, N aient l’abscisse a, 
le sommet P l’abscisse b, comme dans la figure. Nous voulons cons- 
truire une autre fonction continue à droite en ab, soit F*(x), dont 
les points représentatifs soient tous situés dans le triangle MNP et dont 
les nombres dérivés droits coincident avec ceux de F(x) en tout a-b. 

A cette fin, indiquons par Q le milieu de MN. F(z) étant continue à 
droite en a, les points représentatifs de la fonction 


CO sk Bie) =Fiahe(#), 
RE A ea a Po, né de 
(1) Si la discontinuité en æ, est de première espèce et si xo est extrémité gauche d'un 


intervalle contigu à Q, il faudra prendre constamment, pour l’un ou l’autre des points x” 
| a, 
x, le point 2x. 


(*) Une lettre majuscule entre parenthèses représente l'ordonnée du point représenté 
par cette lettre sans parenthèses. 


D ee 
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dans tout un voisinage aa à droite de a, sont contenus dans le 
triangle MNP. Soient a, la limite supérieure de tels poinis a’, et Q, 
l'intersection de l’ordonnée en a, avec la droite QP. Posons 


F*(x) = (Q) + F(x) — F(a) pour a<x<aq,. 


De même (en supposant a,<b) soit a, la limite supérieure des 


Fig. 1. 


points a’>a, tels que les points représentatifs de la fonction 
(Q,) + F(æ)—F(a,), en a, a’ soient contenus dans le triangle MNP, 
et soit Q, l'intersection de l’ordonnée en a, avec la droite QP. Posons 


F*(x) = (Q,) + F(x)—F(a,) pour a;£<x <a. 


Ainsi nous continuons indéfiniment. La suite | a,}(n =1,2,...) est 
croissante : soit a, sa limite. Si @,,=6, le problème est résolu. 
Si a, — b, soit Q, l'intersection de l’ordonnée en a,, avec la droite OP. 
Posons F*(a,,) = (Qu) et, à partir du point a,, opérons de la même 
façon que nous l'avons fait à partir de a. Ainsi nous continuons trans- 
finiment jusqu'à 6. En distinguant les discontinuités de F(a) en dis- 
continuités de première et de seconde sorte, selon que F(x —o) 
existe ou non, on voit facilement que les points a, < b, pour lesquels 
les indices x sont des transfinis de seconde espèce, peuvent être seule- 
ment des points où F(æ) à des discontinuités de seconde sorte, ou 


tels que 


7 # 
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Nous donnerons maintenant une première pt à de cette cons- 
truction. 


3. Soit F(æ) une fonction continue à droite et dérivable à droite en 
tout point de ab. Nous nous proposons d'éliminer de F(a) toutes les 
discontinuités de seconde sorte, c'est-à-dire de construire une autre fonc- 
tion continue à droite et dérivable à droite soit F*(a), en a-b, telle 
que D,F*(x)—D,F(x) en tout point de a~b et que F(x — 0) existe et 
soit fini en chaque point de ab. 

L’ensemble des points x, de discontinuité de F(z) étant clairsemé 
gauche, on peut attacher à chaque x, un voisinage gauche :(x,) de 
manière que tout point de l’axe Oz ne soit intérieur tout au plus qu’à 
un nombre fini d’intervalles z(2,) (§ I, n° 3). 

Soit {æ,} (n—1, 2, ...) la suite des points de discontinuité de 
seconde sorte de F(a) en a-b et des points telsque lim F(x)= +o. 


TS Xn—0 


Nous supposons que les intervalles i(x,) soient soumis à la condition 
supplémentaire suivante. Les :(æx,) avec r<n étant choisis, si æ, est 
intérieur à l’un d’eux, soit ¢(a;), 1(æ,) sera aussi complètement inté- 
rieur à &(æx;); dans le cas contraire :(æ,) sera complètement extérieur 
à tous les z(æ,), avec r < n. En i(a, )(voir la figure, où l’onax,=x,) 
choisissons deux points x’, x” (æ'< x”) tels que les points réprésen- 
tatifs 
A =([2’, F(x’)], B =[2", F(2")], C =([2z, F(x)]. 


ne soient pas alignés ('). Construisons en x’2,, selon le n° 2, une 
autre fonction, continue à droite et dérivable vers droite, soit o(æ) 


telle que 
D,o(x)—D,F(x) 


en tout xx, et dont les points représentatifs soient tous contenus dans 
le triangle ABC. Ensuite posons 


F(æ) pour a£zx< x" et pour z,<x < b, 
| o(x) pour 2"S<27< 1. 


F,(z)= 


Continuons ainsi indéfiniment en modifiant successivement chaque 
ee RE RE 


(1) Voir la note (1), p. 93. 


% * EM aS 
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F(x) (n= 1, 2, 3, ...) dans l’intervalle ¢(,,,) (ou plutôt dans une 
partie de cet intervalle) comme nous l'avons déjà fait pour F(z) en 
u(x,) et en indiquant par F,.,(æ) la fonction que l’on obtient par 
cette opération. De sorte que F,.,(x) ne diffère de F,(æ) qu’à l’inté- 
rieur de 2(x,.,). Toutes les transformations ultérieures laisseront 


Fig. 2. c 


(Lo) 


F,(æ) intérieure au triangle ABC pour x <x, : sur l'inter- 
valle x’x, l’oscillation de chaque F,,(x) sera inférieure à celle de F,(x) 
[qui dans le cas de la figure est 2F(x,) — F(x")]. 

Aucun point de l'axe Ox n'étant intérieur à une infinité d’inter- 
valles 2(x,), il existe la nT 2} = F*(x) en tout ab. F*(x) satis- 
fait aux conditions énoncées. En effet il est d’abord évident que F°(x) 
est continue a droite et n’a pas de discontinuités de seconde sorte. 
F*(a) est aussi bornée en tout ab. Si x est un point de a-b qui n'est 
pas limite vers la droite d’intervalles i(æ,), il est également évident 
que D,F*(x) = D,F(x). Si x est limite vers la droite d’intervalles 
U(x,), soit i(x,) un de ceux-ci, étant K >y, si F,(x) = F*(x) pour 
n>v (voir la figure, æ,=x;). Le quotient aux différences finies 
F(z)—F(x), 


T— XL 


pour x tel que 2”<a <a, est compris entre les 


Ann. Ec. Norms, (3), L. — AVRIL 1933. 13 
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rapports | here 
Fx (2') — Px(#) Fx (2") — Fx(@) Fx (2%) — Fe(@) 


z'— x z'"— x Lo — 2 


Ces trois rapports tendent tous, pour K->, c’est-à-dire pour 


Ly —> © +0, vers D. F(z). Donc D, F*(x) =D.F(z). 
ak C. Q. F. D. 


4. Soit F(a) une fonction continue à droite et dérivable à droite 
en tout point de a-b, bornée et dont les discontinuités soient toutes 
de première sorte. Si x, est un point de discontinuité de F(x), la 


fonction 
. F(z) pour x tel que a£x < x", 
HER F(x)—[F(x,) — F(x— 0)] pour x tel que z,<z£b 
est continue en æ, et a la même dérivée droite que F(a) en tout ab. 

Il s'ensuit que, € >> o étant donné arbitrairement, il suffit d'éliminer 
toutes les discontinuités > £ (qui sont nécessairement en nombre fini) 
pour obtenir une fonction qui ait la même dérivée droite et dont les 
discontinuités soient toutes <e. 

On pourrait même très facilement démontrer que, étant donnée une 
fonction F(x) continue à droite et dérivable à droite en tout point de 
ab quelconque, il est toujours possible de construire une autre fonc- 
tion F*(a) qui ait la même dérivée droite et qui soit constante à e près. 
Mais nous ne voulons pas nous arrêter davantage sur ces questions. 


5. Un raisonnement analogue à celui du n° 2 nous permettrait, 
étant donnés arbitrairement en a-b une fonction F(x) continue à 
droite, bornée et sans discontinuités de seconde sorte, et un 
triangle MNP, dont les sommets MN aient l’abscisse b et le sommet P 
l’abscisse a, de construire une autre fonction F*(a) continue à 
droite, dont les points représentatifs seraient tous contenus dans ledit 
triangle et dont les nombres dérivés droits seraient égaux à ceux 
de F(x) pour tout tel que a < æ << b. On peut se rapporter tout sim- 
plement au n° 2, en appliquant cette construction à la fonction 
F(— x) pour chaque x où F(— x) est continue, 


D(x — < 
) F(— x — 0) pour chaque x où F(— x) est discontinue, 
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en — b—a, et au triangle P’M’N’ symétrique de PMN par rapport à 
l’axe Oy. La suite analogue à { a,} est simplement Jano (a cause de 
la continuité a droite). 

La construction est évidemment la méme si le triangle MNP est 
mixtiligne, étant précisément limité par deux courbes PM, PN (par 
exemple deux paraboles), sortant du point P avec la méme tangente, 


Fig. 3. 


comme dans la figure. Alors la fonction F*(x) est dérivable à droite 
en a et sa dérivée droite en a est égale au rapport directif de ladite 
tangente. 

Si l’on sait seulement que la fonction F(x) est bornée, continue 
vers la droite et sans discontinuités de deuxième sorte à l'intérieur 
de a~b, c'est-à-dire si l’on ignore l'existence des limites F(a+o), 
F(6— 0), soit c un point tel que a < c < b. Soient R, S les points des 


courbes PM, PN, dont l’abscisse est c. Le procédé du n° 2 peut alors 
être appliqué sur l’intervalle ac, relativement au triangle PRS, en fai- 
sant une suite simplement infinie d’opérations de droite à gauche. Le 
même procédé peut être appliqué sur l'intervalle cb, relativement au 
trapeze mixtiligne RSMN, en faisant une suite simplement infinie 
d'opérations de gauche à droite. Donc la construction de la fonc- 
tion F*(x) sur a—b est possible aussi dans ce dernier cas plus général. 
On peut même préciser cette construction de façon à éliminer la dis- 
continuité de deuxième sorte qui éventuellement pourrait subsister au 
point b. En effet il suffit de remplacer, dans la suite des opérations 
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qu’on effectue de gauche à droite sur cb, un triangle tel que RST (voir 
la figure) au trapèze RSMN. Nous supposerons tacitement dans la 
suite, toutes les fois que nous aurons besoin de constructions sem- 
blables, qu’on aura soin d’éliminer la discontinuité de deuxiéme sorte 


a l’extrémité droite de l’intervalle. 


6. Venons maintenant au problème central de notre étude, c’est-a- 
dire à la recherche d’une primitive d’une dérivée droite finie donnée. 
Ce problème peut être exactement énoncé dans les termes suivants : 

Soit f(x) une fonction finie, dérivée droite d'une fonction (inconnue) 
F(x) continue à droite et dérivable à droite en a” b. Nous nous proposons 
de construire une primitive de f(x), e’est-à-dire une fonction B(x) con- 
tinue à droite et dérivable à droite, telle que D.®(x) = f(x) en ab, 
c’est-à-dire telle que la fonction F(a) — D(æ) soit, en tout ab, à 
dérivée droite nulle. 

D’après ce que nous avons vu, on ne restreint pas la généralité en 
supposant que ®(a) soit bornée et ne possède que des discontinuités 
de premiére sorte. 


7. La fonction inconnue F(z) est discontinue tout au plus sur un 
ensemble clairsemé gauche en a-b. Dans chaque intervalle intérieur 
à a~b il existe donc un intervalle partiel «8 où F(a) est continue, 
donc dans lequel f(a) est complètement totalisable et est la dérivée 
droite de sa totale indéfinie ('). Par conséquent l’ensemble des points 
au voisinage desquels f(a) est non totalisable, ou bien n’est pas la 
dérivée droite de sa totale, cet ensemble est partout non dense en ab. 


8. Supposons d’abord que f(x) soit totalisable dans tout intervalle 
partiel de ab et que l’ensemble O des points de a-b où la totale indé- 
finie n’a pas f(x) pour dérivée droite soit réductible. 

L'ensemble O = O + O’ est réductible, donc clairsemé en ab. Énu- 
mérons-le (en faisant exclusion, dans la numération, des points a, b 
s'ils appartiennent à O) et enfermons chaque c, (n =1, 2, 3, ...) de 
ses points dans un intervalle z(c,,) =(¢, — Sn, en + à,), de manière que 


(1) A. Denuoy, loc. cit. à la note (1), p. 73. 


own TES 


pour 
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tout point de a~6 ne soit pas intérieur à une infinité de tels inter- 
valles (‘). D’autre part les nombres |c, — ce, | formant un ensemble 
dénombrable D, l’ensemble complémentaire est partout dense. Soient 
les nombres positifs 3,, soumis à la condition supplémentaire sui- 
vante : | 


2 
If (cn) | Ont 82< 4, 


L, étant la distance dec, au plus voisin des points a, b, c, avec r<n; 
et enfin les à, seront étrangers à D. 


Indiquons par T(æ) la totale de f(x), avec T( 9 à 


2 

sons, selon le n° 5, une fonction T,(æ), continue à droite et ayant les 

mêmes nombres dérivés droits que T(x) pour a<æx<b, =T(z) 

a+b a+b 
2 .2 

soient tous contenus à l’intérieur du triangle mixtiligne ayant un 

a+b 
2 


) = o. Construi- 


Sax < bet dont les points représentatifs poura<a< 


sommet en [a, o], les deux autres sommets sur l’ordonnée en 


et les deux côtés curvilignes paraboliques exprimés par les équations 
7 = f(a) (x —a) + (x—a)?. En outre nous posonsT,(a) =o. Alors 


ona 
D,T,(a)= f(a). 


Pour chaque indice n =1, 2, 3,... posonsé, =c, + à,, s’il n’existe 
aucun entier r(o<r<n) tel que ¢,<c,< &, (l'égalité c, = &, est 
exclue par une hypothèse faite plus haut). P 

S'il existe, au contraire, de tels entiers r, indiquons par &, le plus a 
gauche des Ë, correspondants et de c,+ 0, 

Il est visible dès lors que, si n’< net si (c,, ¢, +6,) et (cs, Cy + Oy) 
ont un point commun, (c,, c,+ 6,) contient (c,, c, + 6,) en totalité. 

Ensuite, à partir de T,(æ), nous construisons une suite de fonctions 
T,(æ)(n = 1, 2, 3,...)comme il suit : T,_, (x) étant supposée définie 
nous posons T,(æ)=T, ,(x) pour a<æ<c,, ou E,<æ<b; pour 
CS < Ë, la fonction T,(æ)est construite de façon que tous ses points 
représentatifs soient contenus à l’intérieur du triangle mixtiligne ayant 
un sommet dans le point [c,, T,_,(c,)], les deux autres sommets sur 


(1) A. Densoy, Joc. cit. à la note (1), p. 74. 
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l'ordonnée en &, et les deux côtés curvilignes paraboliques exprimés 
par les équations 


Y=T ri (Cn) + f(Cn) (2 — On) E(B Ce 


~ 


Cette construction doit être effectuée selon le n°5. Chaque T, (x) satis- 
fait aux propriétés suivantes : 


a. Elle est continue à droite pour tout x tel que o£x <b; 

b. Elle est dérivable à droite pour tout x de ab qui n'appartient pas 
à O ou qui est unc, avecr£n, et l’on a de plus D,T,(æ) = f(x); 

c. Elle est bornée dans tout intervalle intérieur à ab (ou ayant tout 
au plus le point a comme extrémité gauche); 

d. Elle n’a pas de discontinuités de seconde sorte. 


Il existe Ja limT,(æ) = (x), parce que chaque point æ de a~b 
n>+ æ 


n’est intérieur qu’à un nombre fini d’intervalles :(c,). En particulier, 
l’on a pour chaque indice n—1, 2, 3, ..., D(c,)—=T,(c,). La fone- 
tion P(æ), ainsi que chacune des T,(x), n’a pas de discontinuités de 
seconde sorte et est bornée dans tout intervalle intéricur à a-b ou ayant 
l'extrémité gauche en a. Je dis que P(x) est une des fonctions primitives 


de f(x). En effet, si a n’est pas limite vers la droite de points de O, 
l'on a tout de suite D,D(æ)— f(a) [propriété (b)]. De même pour un 
point c, qui soit limite vers la droite de points c, on a D, ®(c,)= f(c). 
Il suffit en effet de considérer un de ces c, et d'étudier le quotient aux 
® (x) — D(c;) 


ee 


différences finies » pour æ + c,+ 0. Si, pour un x tel que 


CC x < En, il n'existe aucun c, tel que c, <c,<æ E,<E,, on a 


P(x) roma Late. 
done 
| B(x) —[@(c1) + f(en) (x — en) ] |= 
= |Ti(v) —[ Tren) + (en) (x — en) || S$ (2 — en)’, 


(2x) — Pc, 


(2) ) —f (er) SL — Ch. 


em OF 


Si, au contraire, il existe des points c, tels que EE EF a IS SS 
solent 7, n,,...., mp, h les indices rangés par ordre de grandeur 


°c 
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décroissante des z(c,,) contenant.x. Puisque 


| cf) <a Ca) sie Lu ELGr)s( 
ona 


Ci Gn, =n, LR vi eo rentes 
ee 


n=Cn— Cris tage © = Stns ee ln, fr Ee: 


On a les relations suivantes : 


» 
Le € (Cn— Cm}, 


(Tate) — Then) |< | f(en)|(2@— cn) +(r- ns rs 


on — gn 
YO og gp AE on 
m\on ny ny Qi = on 3 


2 “y2 
Tue) — Ta (Cn) |< sr A g (om en), 


Donc, puisque T,(e,)=T, (c), 


| Ta(æ) — Ta (æ) | < (Cu — Cn)? (+ +7) < (2 — cr) pe te == 


De méme 

|, (@) —T,,(#)|<(e@— a + a)» 

IT, (2) = Tr(a) <(e— "(E+ en) 

|T (2) — Tite) |< (2 —en)*( =) 
Ensuite 

| Ta(v) — Ta(en) |$| fen) | (x — en) + (x — en)’, 
Dix) = 1,12}, ®(c,) =Ta(en). 
Donc | 
| (x) — Pc) — f(en) (2 — en) | <(4@ = cay ( Fen ga) Sle Cu), 

(ay i OP jose ax 


Pour x —> ©, + 0, les seconds membres des relations (2), (3) tendent 


vers Zéro. 


On a donc 
D, D(c:) = f(c). C. Q. F. D. 
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9. Nous reportant maintenant au cas général étudié au n° 7; si af 
est un intervalle à l’intérieur duquel f(x) est totalisable, l’ensemble 
fermé des points de af au voisinage desquels la totale indéfinie n’a 
pas f(x) pour dérivée droite a en général un noyau parfait P(‘). Dans 
chaque intervalle a,b,(n—1, 2, 3, ...) partiel de ab et contigu à P, 
effectuons les constructions du n°8 de façon à obtenir une fonction 
®,(x) à l’intérieur et à l'extrémité gauche de anbn[®,(a,) =o]. Nous 
pouvons supposer même que ®,(2) ait, en a, bn, oscillation << b,— a, 
(car on peut toujours satisfaire à cette condition en ajoutant éventuel- 
lement une réduction du type indiqué à la fin du n° 4). La fonc- ~ 
tion G(x)—0o sur P, =®,(x) en a, b,(n — 1, 2, 3, ...), continue 
à droite en tout aB, a la dérivée droite égale à f(a) en tous les points 
de af qui n’appartiennent pas à P. Alors, si nous arrivons à considérer 
l’ensemble des points de ab au voisinage desquels f(x) n’est pas 
complètement totalisable, cet ensemble aura lui aussi, en général, un 
noyau parfait Q. Dans chaque intervalle c,d, contigu à à Q, l’ensemble U 
des points où f(a) n'est pas complètement totalisable est réductible. 
Nous connaissons, dans chaque segment intérieur à c,d, et contigu 
a U, sans que son extrémité gauche soit c,, la fonction continue 
à droite G(æ) définie il y a un instant. Nous pouvons répéter sur G(x) 
des constructions analogues à celles du n° 8 (?) de façon à obtenir 
une fonction H(z) à l’intérieur de chaque c,d, nulle sur U, continue 
à droite et telle que D,H(æ)—/(x) hors d’un ensemble qui est 
encore parfait, pouvant être obtenu en ajoutant à une suite d’en- 
sembles parfaits les points limites de cette suite. Toutes ces construc- 
tions peuvent être effectuées de façon que H(æx) soit dépourvue de 
discontinuités de seconde sorte. , 

Donc, en résumé, nous connaissons une primitive de f(x) en tout ab, 
exception faite tout au plus d’un ensemble parfait et non dense. 

Nous passons maintenant à une propriété remarquable des fonc- 
tions continues à droite et dérivables vers la droite, par rapport aux 
ensembles parfaits et non denses. 


PT PR es i ee A + 2 
(1) Voir l'exemple du n° 43. 
(*) Maintenant, dans ces constructions, U prend la place de O. 


PROMO PARUS 
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10. F(a) étant, comme toujours, une primitive de f(x) en ab, 
P un ensemble parfait quelconque non dense en ad, GP a(M=1,2, 0,425) 
les intervalles contigus à P, < un nombre positif quelconque; je dis 
que l’ensemble A des points a,, où l’on a 


F (6,) — F (ap) 
bn — An 


— f (Gn) 2 g, 


est clairsemé. En effet, si A n’était pas clairsemé, il existerait un sous- 
ensemble parfait Q de P sur lequel A serait partout dense. L’ensemble 
des points de discontinuité de F(a) étant clairsemé gauche en ab, il 
existe un intervalle contenant une portion Q de Q, tel que F(z) n’a 
pas en Q des points de discontinuité par rapport à Q. Les points 


_ de A.Q sont tous des extrémités gauches d’intervalles contigus à Q. 


Alors ('), sur un résiduel de Q, l’on aurait 
| D,.F(#) —D,F(«)|2e, 


ce qui est absurde (voir le n° 43, 2°). 


11. Rappelons (*) que, si 9(#) est une fonction quelconque com- 
plétement totalisable dans un intervalle mn, il est défini dans mn une 
suite transfinie bien déterminée d’ensembles fermés C,, chacun des- 
quels est contenu et non dense dans les précédents, selon les lois 
suivantes : 


1° C, coincide avec mn; 

2° Pour chaque transfini x de première espèce, C, est l’ensemble 
des points de C,_, dans l’entourage desquels 9 (x) n’est pas intégrable 
selon Lebesgue sur C,_,, ou la‘série LV, des oscillations de la totale 
sur les contigus de C,_, (où cette totale est supposée connue) n’est 
pas absolument convergente ; 

3° Pour chaque transfini ». de seconde espèce, C, est l’ensemble 
commun à tous les C,, avec v << 11. 


La totalisation consiste alors à calculer la totale de 9(a) successi- 


(1) T. Viota, Annal di Mat., loc. cit., paragraphe 1, n° 7, p. 250. 
(2) A. Densoy, Loc. cit., à la note (1), p. 73. 
Ann. Ec, Norm., (3), L. — Avni 1933. 14 
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vement sur les ensembles C,_, — C,. Inversement, c’est la totalisation 
même qui peut servir à la définition de la suite transfinie d’ensembles 
C, en mn. | 

Mais, de ce second point de vue, étant donné un ensemble quel- 
conque K, fermé et non dense en ma, il est toujours possible de 
changer dans le calcul totalisant la définition de cette suite d’en- 
sembles fermés de manière que K en fasse partie. Il suffit, en effet, de 
commencer par calculer la totale de 9(x) séparément sur chacun a,b, 
des contigus à K. Quand on a obtenu les variations V, de la totale sur 
ces contigus, on continue le calcul à partir de K, c’est-à-dire que l’on 
définit une nouvelle suite transfinie d’ensembles fermés K,, chacun 
contenu et non dense dans les précédents, selon les lois suivantes : 

1° K,=K; 

2° Pour chaque transfini & de première espèce, K, est l’ensemble 
des points de K,_,, dans l’entourage desquels (x) n’est pas inté- 
grable sur K,_,, ou la série ZW, des variations de la totale sur les 
contigus de K,_, n’est pas absolument convergente; 

3° Pour chaque transfini p. de seconde espèce, K, est l’ensemble 
commun à tous les K,, avec v << 1. 


Donc, une généralisation du calcul totalisant déjà énoncée par 
M. Denjoy lui-même peut consister en ceci : que ce calcul peut être 


effectué à partir non de tout l'intervalle d'intégration mn, mais à partir 


d’un ensemble quelconque K fermé et non dense en mn, pourvu que 
soient données des variations V, sur les contigus de K. Ces variations 
V, peuvent être absolument quelconques (données d’un problème ou 
résultats d’autres calculs précédents) pourvu qu’elles satisfassent à 
certaines conditions, comme o(a) doit satisfaire à certaines condi- 
tions sur K. 

Cette généralisation suggére alors, pour notre probléme de la 
recherche d'une primitive d’une dérivée droite donnée, la question 
suivante : si K est un ensemble fermé et non dense de ab et si l’on 


connait, dans tout intervalle a,b, contigu à K, la valeur de 
F(b,) — F(a,), de quelle manière et jusqu’à quel point le calcul tota- 
lisant sur K peut-il être défini et quel en est le résultat? 
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Nous ne répondrons pas à cette question, d’abord parce que nous 
n’avons pas réussi à trouver une construction qui puisse donner les 
valeurs F(b,) — F(a,) [ou d’autres variations du même type relatives 
à une primitive quelconque de f(a)]; et aussi parce que, en faisant 
ce calcul totalisant, on rencontrerait toujours la même difficulté pour 
chacun des ensembles fermés et non denses en K que l’on définirait. 

Mais la question nous semble intéressante et d'autant plus utile 
à poser que, dans le numéro suivant, nous en examinerons une autre 
toute semblable. 


12. Dans les hypothèses du n° 10, l’ensemble H des points de P 
où F(x) est discontinue par rapport à P est non dense en P. Je veux 
construire en ab à partir de F(x) (que pour le moment je suppose 
connaître) une fonction D(x), coincidant avec F(a) sur P, discontinue 
aux seuls points de H et telle que, dans tout intervalle partiel af de ab 
qui ne contient pas de points de H, l’on ait D,D(æ) = f(x) sur P. 

A cette fin soient A, l’ensemble des points a, tels que 


F(b,) — F (an) 
On — an 


— f (an) 


2X, 


et, pour chaque indice entier positif v, A, l’ensemble des points 4, 
tels que 


re 


T Y +i 


I > | =o flay) 


by, — ay, 


v 


Indiquons par n, les indices de ces a,. Chaque A,(v20) étant clair- 
semé (n°10), on peut renfermer chacun a,, de ses points dans un 
intervalle I(a,,) de manière qu'aucun point de l'axe Ox ne soit inté- 
rieur à une infinité d’intervalles I(a,,)('). Faisons ensuite corres- 
pondre à chaque DURE 2103): .)un intervalle z, de longueur /,, 
ayant a, pour extrémité droite et tel que : 

1° 2, soit entièrement contenu dans I(a,); 


See ee ee  ————— 


(1) A. Densoy, loc. cit. à la note ('), p. 54. La construction des intervalles [(4,) 
peut étre, dans ce cas, simplifiée si l’on pose, comme première condition, 


longueur de I (an) bn— an 


[ choix de la fonction ¢(7) telle que hen o(n) =o}. 
n n 
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2° Si F(a) est continue en a, par rapport à P et sia, est un a,,, soit 
F(bn,) — F (2) 


I 
by, — 2 — f (an,) << 7 d 
pour tout a de P en z,,. 


Ceci posé, pour chaque n tel que 


F(6,) —F(a,) 
f (an) = ET, 
nous choisissons en a,b, un point c, tel que 


F(b;) — F (an) l 


Ft (an) = FE An (Ca — an) << 7° 
et posons 
F(a) sur P; 
ERPS | dans les intervalles a,b, 
P(xz) — Maeres Rte avec DD(x) = f (a,) pour lesquels sont dé- 


inis les points c 
pour finis le po my 


An< #< bm, dans les autres intervalles a»b». 
®(a) est évidemment continue à droite en tout a-b et discontinue 
à gauche aux seuls points de H. De plus, pour chaque indice =n, si 
d’on a D, ®(a,) = f(a,) par définition. Soit + un point de P limite 
du côté droit de points de P, mais non de points de H. Ona 
D(z')—D(xz) _F(x)—F(x) 


xr æ at 


pour tout a de P à droite de aw. Quant au quotient différentiel 
EE) pour æ'à la droite de x et hors de P, l’on peut considérer 
deux cas distincts : 

1° x intérieur à un nombre fini d’intervalles z,. Pour a’ à droite 
de x et dans un intervalle a,b, tel que æ ne soit pas dans z,, ona 

D(x)—D(z)=p(z) (z'— x) + h(x'), 
u.(a’) étant un nombre compris entre 
F (b,) — F(2) a. F(a,)— F(z) | 


d by — x An— TL 
h(x’) étant tel que ; 
| nt! F by mé — F( n tn, 
|A (2) lee | (a) ee — Os) = Ten) (Cn— An) RE pe 
h(a’) I is 
| æ'— x n x'—x 
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Onaxz'— x>/,, et par conséquent 


| h(a’) I on 
ps saps a pour LT >L+O; 

.… D(x’) — 

Pa po AE PE tae ER YC), 
a'> x +0 CR 2 "> x +0 


parce que les rapports 
F(b,)— F(x) F(a)—F(x) 


b,— x An— x 
tendent, tous deux, pour x + 0, vers f(x). 


2° x intérieur à une infinité d’intervalles z,. Toutefois, étant donné 
un nombre entier positif ¥ quelconque, 2 ne peut être intérieur qu'à 
un nombre fini d’intervalles #, avec y <%. Donc, un nombre positif e 
quelconque étant donné, pour tout æ' à droite de x, suffisamment près 
de x et intérieur à un a,b, dont l'intervalle z, correspondant con- 


tientæ, ona 
D(x') — D(x) F(b,) — F(x) Z 
a it 
GOATS, bn — x 


QE 


Mais < peut être choisi arbitrairement petit. Par conséquent, si 
a'-> x +o en parcourant une suite d’intervalles a,b, telle que x soit 


(1) Si le point [x, b(x)] est compris entre les droites HK, H’K, le quotient différentiel 
Riek ie) et compris entre Eras re) et f(a). 


a—x re 


Fig. 4. 


Fib,) 


wy a Cn by 


F( bn) — F(x) fe F(an)— F(x), 


Dans le cas contraire, il est compris entre . À 5 
Lin ES Ti 
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intérieur à tous les c(a,), le quotient aux différences finies 
aie Sl ven vers f(x). 


Donc, en tout cas, 
-lim =e) <= == Ma): C. Q. F. D. 


xt x +0 x 


On voit aisément comment on peut trouver la fonction ®(x) par 
totalisation d’une fonction qui est égale à f(x) pour tout a de P et 
qui prend une valeur constante (ou successivement deux valeurs 
constantes) dans tout intervalle contigu à P. Donc, et ceci se rapproche 


de la question du n° 11, dans tout intervalle «8 partiel de a~b qui ne con- 
tient pas des points de H, f(x) est totalisable à partir de P et des valeurs 
F(b,) — F(a,), et sa totale sur P est la primitive F(x). 

Aux numéros suivants nous appliquerons ce résultat. 


13. Remarques : 


1° Sur un ensemble parfait P, situé dans un intervalle «8 où f(a) 
est totalisable, est-il possible que T(x) totale de /(x)ait un au moins 
de ses nombres dérivés droits différant de f(a) d’au moins K> 0? 

L'exemple suivant va montrer que la réponse est affirmative. 

Soit P un ensemble parfait non dense, ayant mesure nulle et d’ail- 


leurs quelconque ('); soient a,b, les contigus de P. Pour chaque 
indice n(=1, 2, 3, ...) définissons en a, b, une suite décroissante de 
points &,, (v =o, 1, 2, ...) selon la loi suivante : 


Er (ER EAN — Er Ve — rs (7e — An)” (v —I, 2, He ae =) 


(i> le plus grand des a,6,). 
Ona lim En, = a, pour chaque n. Ensuite, définissons en a,b, la 


fonction auxiliaire 


Pn(x) =k (2 — En, v) pour En,vS T < En im 


ame nee eee a mon RS. SO 
(') Voir T. Viota, Annali di Mat., loc. cit., n° 14, 1°, p. 265. 


LES PERTE ER 


as 4) 
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(voir la figure). Enfin, nous définissons en o1 la fonction 


F(x) =| 0 sur P; 
Pn(æ) pour a <x<b, (VEN Bek PE 
Fig. 5. 


On, : Fiabe, cy Es. = 


On a 


0 sur P, 
Dre k hors de P, 


Te) = f D,F(x)dx—k(x—a)+const., D,T(x)—4, entout «8 (!). 
K + 


(1) Si l’on suppose m(P) > 0, alors on a D; T(x) = sur un ensemble ayant mesure 
nulle, partout dense en P (et même résiduel de P) et contenant tous les points an. 

On pourrait développer des considérations métriques dont l'utilité nous semble, pour- 
tant, très douteuse. Nous nous bornons seulement à énoncer les deux résultats suivants : 


1° Soient F(x) continue à droite et dérivable vers la droite en ab; f(x) = D+F(x) 
bornée sur P (et |f(æ)| SM sur P), P étant un ensemble parfait et non dense sur ad. 
Soient ann les contigus de P; x un point de P limite du côté droit et tel que, pour 


chaque a, bn à droite de x et suffisamment près de x, on ait 


F (bn) — F(ah) > f(x) Ets 


bn — an 


7 : . qe . . € 
Alors l'épaisseur. droite de P en x, si elle existe, est 2 si Le 
2° Si f(x) est bornée en P; si, pour chaque n = 1,2, 3,..., ona 


fee SÉLATTE 


n— An 


et si en un point x de P limite du côté droit, l'épaisseur inférieure droite est >n(o£n£1), 
alors on a 


|D.G(z)—f(z)|<$2a—a), |D,G(x) —f(a)[S:G—n), 


étant G(x) =e f(#) dx + (a3.2)[F(bn) — F(a,)] (fonction définie seulement en Be 


On rencontrera ie loin (nos 44 et suivants) des fonctions semblables à G(.r). 


Qn 
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2° Le résultat du n° 10 peut ètre, à un certain point de vue, précisé 
davantage. En correspondance de chaque 4,b, contigu à P, indiquons 
par An, fn respectivement la plus petite limite et la plus grande limite 


des différences 
F(E)—F(ar) _ F(b,) —F(an) 
E — An bn — An 


pour & tel que a, <'E<b,. On a 
F (6,) = F (an) 


bn— Cn 


Ans f (an) — 


Un; An gog Pa. 


Soient z un point de P; A(x) et (x) respectivement la plus petite 
limite de 2, et la plus grande limite de y, quand a,b, tend vers x; 
e(æ) le plus grand de — A(x) et de u(x). Évidemment, p(æ) ne peut 
pas être négatif. € étant un nombre positif quelconque, l’ensemble B. 
des points æ de P où p(æ)2e, évidemment fermé, est partout non 
dense sur P. En effet, dans le cas contraire, B. contiendrait une por- 
tion Q de P. L’ensemble des points a, tels que —. > ou Pn > = 


serait alors partout dense sur Q. F(a) étant continue à droite, pour 
chacun de ces a,, on pourrait choisir un £,, intérieur à a,b,, tel que 


E 
2 


Be — Flan) F(bn) — F(an) és 


En — an ba— an 


Alors, sur un résiduel de Q, l’on aurait 


|D..F(x)—D,F(x)|2*, 


ce qui est absurde. 


14. R étant un ensemble quelconque, nous dirons qu'un sous- 
ensemble S de R est non dense en R, si dans tout intervalle contenant 
des points de R il existe un intervalle partiel qui contient des points 
de R, mais pas des points de S. Les points isolés de R appartiendront 
nécessairement à R —S. 

Soit, comme toujours, f(æ) la dérivée droite (supposée finie) d’une 
fonction (inconnue) F(a) continue à droite et dérivable vers la droite 
en a b (n°6). K étant un ensemble fermé quelconque contenu et non 


Par ECS CPP 
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dense sur a6, a,b, (n=1,2,...) les contigus à K, supposons f(x) 
bornée en K. Il existe alors l'intégrale de Lebesgue de f(a) sur K, que 


nous indiquons par ih J (x) dx, et la série (aXb) f(a,)(b,— a,) est 
(K)R 


absolument convergente. Considérons la fonction (continue unilatéra- 
lement) 


à (I fo dee (eXx) flan) (b,—a,), sixèstenk, 
K(v) = (Kiz 
| F 


K(@n) + f (an) (x — an), pour a, <x<b, ( weet. D 55h) 


e étant un nombre positif quelconque, je dis que l'ensemble des points 
deK,où l'on a 


[D,Fk(x)— f(æ)|>e, ou bien [Di Fu(æ) — f(æ)|>e, 


est non dense en K. 

En effet, si x est un point a,, on a D,F,(a,) = f(a,) par construc- 
tion. Donc, P étant une portion quelconque de K, si P possède un 
point isolé x, on a D,F,(æ)— f(x). Si P ne contient aucun point 
isolé, P est parfait. Nous savons (n° 10) que l’ensemble Q des points 
de P au voisinage desquels il y a des points a, tels que 


D — fan) [3e 


est fermé et non dense en P. Nous savons aussi (n° 1) que l’ensemble 
R des points de P, au voisinage desquels il y a des points de disconti- 
nuité de F(a) par rapport à P, est fermé et non dense en P. 
L'ensemble S — Q + R est, lui aussi, fermé et non dense en P. Je dis 
précisément qu’en chaque point x de P qui est limite vers la droite de 
points de P mais pas de points de S, on a 


[DiFi(æ)— f(#)|[Se,  |DiFi(e) — f(x)[£e. 


En effet l’on peut définir (n° 12) dans un voisinage à droite de x, tel 
que æ<æx'£ a (x étant le premier point de R à droite de x), une fonc- 
tion D(x'), égale 4 F(a’) sur P, continue bilatéralement et telle que 

D,®(2’) = f(x) 
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en chaque x’ de P. L'expression de la variation D(x’) — (x), pour æ 
en P, est | 
-D(x')— (x) = f(x) da + (æ2æ')[F(64) — F(au)] 


V(P)z 


(4 
. 


On a donc ù | 
|| F(a") — F(x) |— [Fu(a’) — F(z) ]| =| [0 @') — ®@)] — CF (27) —Fa@)] | 


Alors, si æ’ est à gauche du premier point de S qui est à droite de +, 
ona 
I[ F(a!) — F(x) | — [Fe (@') — Fae) | <e(w 2a’) (bn au) S8(@' — æ). 
Donc | | à | 
Figs F(z) Ps Fit Jés Fx (-c) <e, 


(DiFu(z)— false  [D:Fx(æ)— J (2) |Se 


La proposition est complètement démontrée. 


15. Toujours sous les hypothèses du n° 6, supposons f(x) bornée en 
tout ab. Indiquons par U l’ensemble, fermé et partout non dense, des 
points de ab auxquels, ou au voisinage desquels, l'intégrale 


Va)= f Je) de 


n'a pas f(x) pour dérivée droite. La fonction F,(a) (n° 14)a sur Uses 
nombres dérivés droits égaux à f(x) à e près, en faisant tout au plus 
exception d'un sous-ensemble U, de U, fermé et partout non dense 
en U. Supposons U, vide, En correspondance de chaque intervalle a,,, 
contigu à U, je considère le triangle mixtiligne dont un sommet est le 
point [a,, Fy(a,)], les deux autres sommets sont sur l’ordonnée en 6, 
et les deux côtés curvilignes sont représentés par les équations | 


= Fu(au) + f (an) (a — dn) Æ (0 — ay). 


Ensuite en a,6, nous soutnettons la fonction 1(æ) à une transformation 
du type du n°5, de façon à obtenir une fonction, soit #,(æ), dont les 
points représentatifs soient tous contenus dans ledit triangle mixti- 


CE nae te à 
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ligne. La fonction | 
et HUE) en U, 
Gta) = | Gn(æ) pour a<æ<b, 
est continue à droite en tout ab et ses nombres dérivés droits coin- 
cident avec ceux de F,(x) en tout U. En effet, si æ est un point quel- 
conque de U et six >æestun point quelconque hors deU(a,<x<b,), 
ona | : 
IG. (2) — G,(@)] —[Fu(~) — Fo(2)] | $ (@ — a) £(æ — x}. 


Donc les quotients différentiels 


Gi(z)— Giz)  Fu(æ) — Fo(@) 
L — & L— 
ont les mêmes valeurs limites pour æ->x +0. Par conséquent /a 
fonction G,(a) a ses nombres dérivés droits égaux à f(x), exactement 
hors de U et aux points de U tsolés du côté droit, à ? près sur U. G(x) est 
bornée et ses discontinuités sont toutes de première espèce et hors 


de U. 
L'ensemble des points de U où G,(#) n’a pas f(x) pour dérivée 
droite est de mesure nulle ('). 


16. Considérons maintenant le cas général où l’ensemble U, des 
points de U auxquels, ou au voisinage desquels, on a 
(Di Fu(@) —"f(#) | > ey 
ou bien 
[D+Fu(x) — f(x) |>«, pour æ en U, 
est +o. U, est fermé et non dense en U. De même l’ensemble U, des 
peints de U, auxquels, ou au voisinage desquels, on a 
À [Di Fu(æ) — f(x) |>e, 
ou bien 
| Di. Fu,(@) — f(#)|>6, pour æ en U,, 


est fermé et non dense en U,. Ainsi l’on continue indéfiniment. Pour 


(1) H. Lesescuge, Leçons sur Vintégration, 1928, p. 189. 


116 TULLIO VIOLA. 


chaque transfini À de première espèce, U; sera l'ensemble des points 
de U,_, auxquels, ou au voisinage desquels, on a 


[DeFns(2)—fl2)|>e. à 


ou bien 
[D+Fu(æ)— f(æ)j>e pour «en U;. 


Pour chaque transfini À de seconde espèce; U, sera l’ensemble eom- 
mun à tous les U,, avec v< À. Chacun des ensembles U, est contenu 
et non dense dans les précédents. Il existe donc un transfini bien déter- 
miné y tel que Uo, U,,, = 0 (‘). 

La suite transfinie d’ensembles U,, Uz, ..., Un, Unisys +, Urs +, | Uy 
est dénombrable : à chacun d’eux il est donc possible d’attribuer un 
rang entier propre n. Indiquons par (nr) une fonction positive quel- 
conque de n, décroissante et tendant vers zéro quand n croit. Pour 
chaque indice A, renfermons U, dans un groupe int 1, d’intervalles, 
sans points communs deux à deux et tels que m(u,) — m(U,) < o(n), 
n étant le rang correspondant à U;, que chaque intervalle de #, ait un 
point de U, isolé du côté gauche pour extrémité gauche, un point exté- 
rieur à U; pour extrémité droite. 


17. Le procédé du n° 15 nous apprend à construire, à l’intérieur de 
chaque intervalle contigu à U,, une fonction G,(a) telle que: 


a. Aux points de U isolés du côté droit, comme aux points exté- 
rieurs à U, on aD,G,(æx)= f(x); 
b,. Aux autres points de U, on a 


|D..G,(v)— f(x)|<e, |D.Gy(w) — f(a) |Se; 


c,. G,(x) n’a pas des discontinuités de seconde sorte. 


(1) Nous avons abandonné les constructions du n° 8 et les observations du ne 9, parce 
que nous les considérons d'une importance secondaire par rapport à l'idée directive que 
nous nous proposons de suivre. Ces constructions et ces observations pourraient être 
intéressantes et utiles à d'autres points de vue, par exemple à celui que nous signalerons 
au n° 19 (it remarque). lei nous considérons une suite transfinie d’ensembles fermés, 
chacun contenu et non dense dans les précédents, et il nous semble bien plus simple 
d'opérer directement sur chacun d'eux plutôt que séparément sur son noyau parfait et sur 
sa composante réduelible, 
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Ensuite nous définissons une suite transfinie de fonctions 
G,(x), G,(2), ee Gow(x), Gw+1(x), GRR) G(x), CCE) | Gu(2), Gusi(2). 


Chaque G,(«) est définie à l’intérieur de chaque intervalle contigu 
à U, (elle l’est en tout a-b, pour À de première espèce), où elle satisfait 
aux conditions suivantes : 


a. Aux points de U et aux points de chaque U;,, avec À <A, isolés 
du côté droit, comme aux points extérieurs à U, onaD.G, (x) = f(x); 
b,. Aux autres points de U, ona 
|D..G; (2) — f(r) |Se,  |DiG(æ) — f(x) |S: 


©, G,(a) n’a pas de discontinuités de seconde sorte. 
De plus, sz À est de seconde espèce, 


d,. Ona 
G;,(2) = lim G) (2). 
EU 


Nous entendons par là que, à tout nombre e >o arbitrairement petit, 
il correspond un indice transtini À << À (4 fonction de æ et de e), tel 
que |G, (2) — G,(a) |<, pour tout NV > À et <A. 

On construira G(x), pour un A quelconque de première espèce, à 
partir de la précédente G;_,(æ). qu'il faudra supposer connue et satis- 
faisant aux conditions énoncées. Les régles sont les suivantes : 

1? ww, étant un quelconque des intervalles de la suite &_,, 
D... la portion de U,_, contenue en ,_,v,_,, nous posons 


G)(2) a Fp, _, (2) ÿ à Fu, (ps. sit) 
pour æ en Ue. yee" étant un intervalle quelconque, partiel 


de p-,%,, contigu a U,_,, je considère le triangle mixtiligne dont un 


sommet est le point [y~", G.(y%-")], les re autres sommets sont 
sur l’ordonnée en 2%" et ke deux côtés curvilignes sont représentés 


par les équations 
ee Ie Maa ee all baat? 


Ensuite en joa — nous soumettons la fonction G,_, (a) à une trans- 
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formation du type du n° 5, de manière à obtenir une fonction, 
soit o’"(x), dont les points représentatifs soient tous contenus dans 
ledit triangle mixtiligne. Enfin, nous posons x 


G(æ)=qh"(æ) pour pe <i 


2, Aux points extérieurs aux intervalles de la suite 7, de même 
qu’à leurs extrémités droites, nous posons G.(æ) = Gi, (2). 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer (ce qui est d’ailleurs 
très facile) que la fonction G, (x) ainsi définie satisfait effectivement 
aux conditions énoncées. 

Pour un indice À quelconque de deuxième espèce. supposons que 
toutes les G,,.(x), avec \’< 2, soient connues et satisfassent aux condi- 
tions énoncées. Soit pq un intervalle quelconque contigu à U;. Pour 
chaque entier positif r(=1,2,3, ...), posons 

I I 
Pi Po sh PS TE TER PE 


2 


La suite { p, | est décroissante et tend vers p, la {g,} est croissante et 
tend vers g. Soit À, le plus petit transfini tel que U;, n’a pas de points 
EN Pire Ar eSt de première espèce. La suite { À,} est non décrois- 
sante et, pour chaque r, on a À, << A. Soit 7, le plus petit entier >otel 
que o(n,) < 7 (4 —p). Soit <, le plus petit transfini 2A,, << A, tel 
que, pour chaque indice y tel que 7,<v¥ <A, le rang entier n corres- 
pondant est 2n, : je dis que G,(a)=G, (x) pour p,<x<q,. Pour le 
démontrer, supposons cette relation vérifiée pour tous les indices y’ 
tels que ,£v'< v et observons que : 


a. Si v est de première espèce, G,(æ) est obtenue en modi- 
fiant G,_,(#) seulement à l'intérieur et aux extrémités gauches des 
intervalles de la suite ¢,_,. Mais il n’existe aucun point de U,_, 


en p,,14,+, et d’autre part aucun intervalle de la suite ¢,_, ne peut con- 
tenir un segment sans points de U,_, et ayant une mesure > so (I—P): 
= a 4 


Donc aucun point de p,q, (ni intérieur, ni au contour) ne peut appar- 
tenir à un intervalle de la suite 7,_,. Done 


G,(2)= G,-,(x) — G,(x) pour p,£x£q. 
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19 2. = Al Al 
3. Si v est de secande espèce, on a, par hypothèse, 


Ciel lin Gy 2) 
+ V 
à l’intérieur de chaque intervalle contigu à U,.p,.,q.., est entièrement 
contenu dans un intervalle contigu à U,. Il s'ensuit l'énoncé. 
On en conclut que la fonction 
Cle imr Gy (2) 
Nh 
existe et est égale à G_(a) en p,q, pour chaque r=1, 2,3,. 
Les G.(x) satisfaisant aux conditions énoncées, G;(x) y satisfait 
aussi. 
Ce que l’on vient de dire peut être appliqué, en particulier, à la fonc- 
tion Gy,,(a). Posons F.(x) = Gy:,(x). La fonction F.(æ)est continue 
vers la droite en tout ad, sans discontinuité de seconde sorte et telle 


que 
Di Pats) = fir) hors de U 
et 
|D.F.(a)— f(æ)l£e, | D.Fe(v)— f(x)]$e en U. 


18. Exemples élémentaires : 


À ‘ eae: pour =a, 
À I Lk pour de a= D: 


La fonction que nous avons indiquée par G, (2) peut être représentée 


comme en figure (‘} (qui est tout à fait semblable à celle du n° 13, 1°) 


(4) Nous laissons au lecteur le soin d'interpréter ces figures et de vérifier sur elles les 
constructions que nous avons décrites. Ces figures nous semblent aussi suffisamment 
claires pour nous dispenser d'indiquer par des formules les propriétés auxquelles satis- 
font les fonctions qui sont représentées par un trait plus marqué. 
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(qui est dessinée pour Æ —1) et est, déjà elle-même, une primi- 
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tive D(a), c'est-à-dire une fonction telle que 


Dix) = f(x) pour a£x< b, 


CARTE ES 
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2° Ë,,Ë,,E,, ... suite décroissante > a, 


0 pour 2=£, (RE Oe aes 058) 9 
fis) =e hy pour z=a, 


k, en tous les autres points de ab. 


La partie supérieure de cette figure représente la fonction G,(2). 
Si |, |Se, on a G,(x) = F.(a). Si |k,| >, alors l’ensemble U, est 
formé du seul point a et la partie inférieure de la figure représente la 
fonction G,(a) (') qui est une primitive de f(x). 

A partir de ces simples exemples on pourra en former facilement 
d’autres, semblables mais plus compliqués, pour lesquels le transfini 
final & soit un quelconque arbitrairement choisi. 


#9. Remarques. — 1° Les exemples que nous avons donnés, et 
d’autres pareils que l’on pourra construire, ne doivent pas impliquer 
que, si l’on construit une suite de fonctions F.(2), avec € + o, cette 
suite ait toujours une primitive (x) comme limite. Ces cas sont très 
exceptionnels. Mais dans le cas général la difficulté devient grave jus- 
tement ici et nous n’avons pas réussi à la vaincre. Un progrès ultérieur 
dans la solution du problème devrait être probablement atteint moyen- 
nant une condition très importante et de laquelle nous n'avons pas 
tenu compte dans nos raisonnements : c’est la propriété, pour les fonc- 
tions de première classe de Baire, d’être ponctuellement discontinues 
sur tout ensemble parfait. En effet -nous avons démontré par ailleurs 
(voir l’Introduction) qu’une dérivée droite finie est une fonction 
de première classe, c’est-à-dire limite d’une suite de fonctions conti- 
nues. En vue d'obtenir lasolution complète en utilisant cette propriété, 
nous avons essayé de construire une suite de fonctions 


PE ye Ait) AERRRRS PR EEE (En > Enr FR ONCE PO A SEL 
n>on 
dont la première F.(x), selon les règles données au n° 16, et les autres 
se succédant formées chacune par la précédente. Mais ces recherches, 
très longues et très compliquées, n’ont pas été couronnées de succès 
(2) Nous avons pris l'intervalle ab tout entier comme intervalle 7. 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — Avril 1933. 16 
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et nous ne croyons pas utile de les décrire. La complication diminue 
notablement si l’on essaye de résoudre le problème d’abord seulement 
sur un ensemble parfait (ou plus en général fermé) et non dense, c’est- 
à-dire en faisant abstraction des valeurs qu’une primitive peut prendre 
sur les contigus (en supposant que sur ces contigus une primitive ait 
déjà été trouvée). A ce point de vue le problème pourrait donc être 
énoncé de la manière suivante : 


P étant un ensemble parfait et non dense contenu en ab et f(a) la 
dérivée droite d’une fonction (inconnue) F(x) continue à droite et dért- 
gable vers la droite en tout a~b, construtre EX P une fonction H(x) conti- 
nue à droite et dérivable vers la droite, telle que D.H( x)= f(x) en 
tout P (*). 


La solution de ce problème est immédiate seulement dans le cas 
où f(a) est continue en P. 


2° L'ensemble (qui est contenu en U) des points de a~b ow F(x) n'a 
pas f (x) pour dérivée droite, a mesure nulle (*). En effet chaque Fi, (x) 
a presque partout en U;, donc aussi en U,— U,.,, f(x) pour dérivée 
droite. Donc cet ensemble est la somme d’une suite d’ensembles dont 
chacun a mesure nulle. 


20. Nous voulons maintenant étendre le résultat du n° 17 au cas 
général où la fonction donnée f(x) n’est pas bornée, mais seulement 
finie en tout ab. 

Dans les Annali dt Mat., loc. cit., p. 259 (§ 2, n° 10), j'ai démontré 
que, en cette hypothèse, s7 C est un ensemble quelconque fermé et con- 
tenu en ab, l’ensemble des points de C ow (c'est-à-dire à l'entourage des- 
quels) f(x) n'est pas bornée sur C, est fermé et partout non dense en C. 


a eee nee 


(1) Naturellement Hz) étant définie seulement en P, en disant que T(r) est déri- 


vable vers la droite et que DH) = f(x) en tout P, nous entendons que, sir est un 


point quelconque de P limite du edté droit, le quotient aux différences finies neu) 
thal à DL — D 
tend vers f(x) pour a — x + 0 en P. Aux points de P isolés du côté droit, l'on ne peut 
pas définir ni la continuité ni la dérivabilité de IC) du côté droit. 
€) Voir la fin du n° 45. 
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 Indiquons alors par OW, l’ensemble des points de a~b ot f(a’) n’est pas 
bornée, par AN, l'ensemble des points de A, où f(x) n'est pas bor- 
née en J,, etc. En général, pour chaque transfini À de première 
espèce, indiquons par JM; l’ensemble des points de IN,_, où f(a) n'est 
pas bornée en M;_, ; pour chaque transfini À de seconde espèce, indi- 
quons par JM; l’ensemble commun à tous les M,, avec v< A. Les 
ensembles AN, sont fermés, chacun contenu et non dense dans les 
précédents. Ils forment donc une suite transfinie qui a un terme, c'est- 
à-dire qu'il existe un transfini bien déterminé x tel que M; <0, 
Mazi = 0. 

Nous pouvons imiter les opérations du n° 17. Il est nécessaire de 
préciser certains détails caractéristiques de ces opérations. Les 
ensembles ON, — IN, (A =1,2,..., 0,0 +45 .: |") étant en infi- 
nité dénombrable, à chacun d’eux il est possible d'attribuer un rang 
entier propre n. Chaque M, —9M;., de ces ensembles peut être ren- 
fermé dans une suite j, d’intervalles, sans point commun deux à deux 
et tels que : 


1° Les extrémités de ces intervalles soient des points extérieurs 
a ON, ; | 

2° Les points d’accumulation de ces intervalles puissent être seule- 
ment des points de IM, ; 

3° Il n'existe aucun point de 9K;., dans ces intervalles; 

4 L'on ait m(j,) — m( IN, — M. )<o(r) (n° 16), n étant le 
rang correspondant à JIU, — JIG... 

Le procédé du n° 17 nous apprend à construire, à l'intérieur de 
chaque intervalle contigu à JIt,, une fonction F!'(æ) telle que 


[DFE (x)— f(x) |se,  |D.Fi"(x) — f(æ)|Se. 
Ensuite nous définissons une suite transfinte de fonctions 
ea) Ex), N-.sh Fg), Bate nat ch Mab woes 
FY) (x), Bt) (ed, 
Chaque F#(æ) de ces fonctions est définie à l’intérieur de chaque 
intervalle contigu à OM; et telle que l’on ait 


[D+FÛ' (x) — f(x) I<e, [DFA (x) — f(x) 


Se. 
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Pour construire F." (x), si À est de première espèce, nous posons 
FN (2) = FY” (2) 


hors des intervalles de la suite j,_, et dans leurs extrémités droites. 
61 étant un quelconque des intervalles de la suite 7,1, WG_, la 
portion de M;,-, contenue en p;_,0)-,, nous définissons, comme nous 
l'avons déjà fait plusieurs fois, à l’intérieur de p;_,5,_,, une fonction 
F” (a2), =o pour æ—p;, et dont les nombres dérivés droits coin- 
cident avec ceux de F(a) hors de M,_,, avec f(x) à € près 
en Jf;_, en faisant tout au plus exception d’un ensemble partout 
non dense en IN,_,, exactement aux points de IN,_, isolés du côté 
droit. f(x) étant bornée en IN,_,, la fonction F(a) pourra être 
transformée, à l’intérieur de 01-1 a5 selon les constructions du 
n° 17 ('), et le résultat sera la fonction F,’(2). 

Pour À de seconde espèce, l’on aura 

F/(2)= lim F?)(2) 
1 >h-0 a 

et l’on raisonnera exactement comme au n° 17. 

La fonction 


F.(x) = F (x) 
sera telle que 


[D+F(æ)— false, [D F(a) — f(a) |S 


en tout ab. 


21. L'ensemble des points de a~6 où les nombres dérivés droits de 
la fonction F.(æ) calculée au n° 20 différent de f(x), est partout non 
dense en ab. De plus il a mesure nulle. En effet il est la somme de 
l’ensemble des points extérieurs à ON, où F!)(x) n’a pas f(x) pour 
dérivée droite, de l’ensemble des points de 9, — M, où F(x) n’a 
pas f(x) pour dérivée droite, ..., en général de l’ensemble des points 


ET a ae AR ais = du. 


(') En effet, au n° 17, la condition pour f(z) d'être bornée en tout a-b, était excessive 
pour effectuer ces constructions : il eût été suffisant qu'elle le fat en U 
(2) Voir Je ne 49, 2°, 


déni Le ee Ok ee 
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de M,—M,., où FY*" (x) n’a pas f(x) pour dérivée droite; ensuite 
de l’ensemble des points de IN,,— MN, ,, où F*"(x) n'a pas f(x) 
pour dérivée droite, etc. Chacun de ces ensembles a mesure nulle (*) 
et par conséquent leur somme a aussi mesure nulle. 


22. En donnant a¢ successivement des valeurs €, décroissantes et 
tendant vers zéro, l’on peut construire une suite de fonctions 


Fe(x), Fe(a), Fe,(x), 


Évidemment, un <> o étant donné arbitrairement, chaque F.,(), 
avec &, < €, est aussi une F.(a). Quel que soit », l’ensemble E, des 
points de a-b où F, (xv) n’a pas f(x) pour dérivée droite, a une mesure 
nulle (n° 21). Donc l’ensemble E= XE, a, lui aussi, mesure nulle. 
E est, lui aussi, partout non dense en a b, car tout intervalle où la 
primitive (inconnue) F(x) est continue bilatéralement et f(a) est 
bornée, ne peut contenir aucun des points d’aucun E,. 

Nous avons donc complètement démontré la proposition plus impor- 
tante de notre travail et que nous avons énoncée à la fin de l’introduc- 
tion (n° 3). C’est la proposition suivante : 


f(x) étant une dérivée droite finie donnée en ab (d'une fonction 
continue à droite et dérivable vers la droite en a-b), on connait un pro- 


cédé pour construire en a~b une fonction continue à droite F.(x) telle que 


[D.Fe(2)—f(x)|se,  [DF(æ)—f(e)|£e, 


! 


en tout a-b et précisément D.F.(x)— f(x) presque partout en ab. 
L'ensemble E des points de a~b où F.(x) n'apas f(x) pour dérivée droite 
est de mesure nulle, partout non dense en a~b et indépendant de ¢. 
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LE PRINCIPE DE RELATIVITÉ 


ET 


LA LOI DE LA GRAVITATION 


Par J. LE ROUX 


I. — Le groupe de relativité en Mécanique. 


1. Dans la mécanique classique, la cinématique est affranchie de 
l'idée de l'absolu. 

La dynamique, au contraire, repose sur des principes valables seu- 
lement pour un choix particulier du système de référence et du temps. 
On considère comme mouvement absolu le mouvement rapporté à ces 
repères et l’on établit une distinction entre le mouvement absolu et le 
mouvement relatif. 

L'expérience du pendule de Foucault semble confirmer cette dis- 
tinction. 

En opposition fondamentale avec ce point de vue, le principe de 
relativité d’Einstein exprime que : 


Les lois de la physique doivent étre telles qu'elles sovent valables pour 
tous les systèmes de référence arbitrairement mobiles. 


Les conséquences de ce principe, développées dans d'importants 
travaux, aboutissent à la loi de gravitation déduite du ds* d'Einstein- 
Schwarzschild, plus ou moins modifié. Or cette loi ne représente les 
phénomènes avec une certaine approximation que si les coordonnées 
qui y figurent sont rapportées aux mêmes repères que le mouvement 
absolu de la mécanique classique. Pour passer à des systèmes de réfé- 
rence arbitrairement mobile, il faudrait effectuer un changement de 
variables, exactement comme dans la mécanique classique. 


Ce 
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Ainsi la théorie de la relativité elle-même semblerait aboutir à une 
loi de mouvement absolu. 

J'ai pensé cependant que le principe de la relativité exprimait une 
idée juste et féconde et qu’il était utile d’en déduire les conséquences 
qu'il comporte réellement. 

Le même mouvement rapporté à différents systèmes de référence 
arbitrairement mobiles peut présenter les aspects les plus divers. 
Dans cette infinie variété d'images, il y a des caractères communs, des 
propriétés invariantes. Les propriétés d’un mouvement rapporté à des 
repères particuliers résultent de l'association des propriétés inva- 
riantes avec les contingences dues au choix des repères. 

Les lois compatibles avec le principe de relativité sont celles qui 
s'expriment par les propriétés invariantes. 

La théorie des groupes de transformations de Lie est l'instrument 
approprié pour la découverte de ces propriétés. 

Il a fallu, toutefois, l'adapter à cette étude par une extension qui a 
fait l’objet d’un mémoire prélimimaire sur les Groupes de relati- 
vite (1), 

Le prolongement d’un groupe par les dérivées ou les différentielles 
peut être envisagé de deux points de vue différents : 1° en considérant 
les paramètres comme des constantes, c’est le prolongement ordinaire 
que nous appelons le prolongement statique: 2° en les considérant 
comme variables, au même titre que les coordonnées soumises à la 
transformation, c'est ce que nous appelons le prolongement cinéma- 
tique. 

Un groupe complété par le prolongement cinématique constitue un 
groupe de relativité. 

Dans le groupe de relativité les dérivées des paramètres du groupe 
initial sont assimilées à de nouveaux paramètres au même titre que 
les premiers. Il en résulte que le nombre des paramètres augmente 
à mesure que s'élève l'ordre des dérivées. Dans le prolongement sta- 
tique, au contraire, le nombre des paramètres reste fini. 

Dans ce dernier cas, il peut exister des invariants différentiels qui 
ne subsistent pas pour le groupe de relativité. Un ds? de géométrie 

> PR > dite Ci maman. à ee nds Drame. 


(1) Journal de l'École Polytechnique, 2° série (Cahier n° 30). 
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généralisée est un de ces invariants différentiels. En prenant pour 
base de ces recherches un pareil invariant, la théorie courante de la 
relativité se mettait en opposition avec l’une des conditions du prin- 
cipe de relativité, l'arbitraire mobilité du système de référence. 

Le groupe des mouvements relatifs est le plus simple des groupes 
de relativité; il a suffi d’une généralisation facile pour en étendre les 
propriétés au cas d’un groupe initial quelconque. 

Une fois l'instrument construit, l'étude du problème général de la 
relativité en mécanique ne présentait plus de difficultés. 

Une transformation facile de la forme jacobienne du principe de la 
moindre action nous permet de passer à la forme invariante, valable 
quel que soit le système de référence; celle-ci à son tour fournit une 
représentation synthétique de la loi de gravitation. 

En dehors de son application à ce problème général, il apparaît que 
la considération du groupe relativité est appelée à jouer en mécanique 
un rôle particulièrement important. J'ai pu retrouver ainsi en partant 
du groupe de relativité des résultats relatifs à la gravitation, que 
j'avais obtenus antérieurement par une autre méthode. 

J’étudie d’abord les notions fondamentales de mouvement, de masse 
et d’énergie en rapport avec les transformations infinitésimales du 
groupe de la relativité euclidienne. 


2. Mobile, position relative et temps. — En géométrie le point n’a 
aucune existence propre; ce n’est qu'une position, définie par rapport 
à un système de référence. En mécanique au contraire on introduit la 
notion d'un point matériel, ou mieux d’un élément matériel auquel on 
attribue une existence indépendante de sa position. 

Dans le mouvement, nous avons donc à considérer d’une part le 
mobile, élément persistant, et d’autre part les positions variables de 
cet élément. Les systèmes de référence auxquels on rapporte les 
positions sont les mêmes qu’en géométrie. Le groupe de transforma- 
tions correspondant pourrait varier avec le système géométrique 


adopté; mais si l’on veut que les résultats soient immédiatement 


applicables aux mesures effectuées suivant les méthodes de la géo- 
métrie euclidienne, c'est le groupe euclidien qui s’impose à notre 
choix, pour raison d'opportunité. 

Ann, Éc. Norm., (3), L. — Mat 1933. 
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Certains résultats d’ailleurs sont valables pour tout système géo- 
métrique. ; 

A la considération de position, qui relève du domaine de la géo- 
métrie, la mécanique ajoute encore celle du temps. II faudrait alors 
adjoindre aux transformations du groupe géométrique les formules de 
transformations du temps. 

Il y a évidemment une grande marge d’arbitraire ian le choix du 
repérage du temps. A priori aucune nécessité ne s'impose pour établir 
une liaison quelconque entre les marches des chronomètres que l’on 
pourrait attacher à deux systèmes de référence différents. 

Si l’on désigne par ¢ et 0 respectivement les variables jouant le rôle 
du temps dans les deux systèmes de référence, on pourrait concevoir 
une relation simple de la forme 


Gay ast. 


Le groupe de transformations comprendrait deux nouveaux para- 
mètres x, et'%., qui devraient être assimilés à des variables dans le 
prolongement cinématique. 

On reconnait facilement que les invariants de ce groupe seraient 
indépendants du temps. Mais si l’on approfondit la question, on 
s'aperçoit que le temps chronométrique se ramène en réalité à une 
coordonnée de position : position d’une aiguille sur un cadran, angle 
horaire du soleil ou d’une étoile. Ces positions, à leur tour, peuvent 
ètre définies à l’aide des coordonnées ordinaires de la géométrie. 

Ainsi la considération du groupe géométrique suffit, mais il sera 
nécessaire de considérer simultanément les mouvements de tous les 
éléments qui sous une forme quelconque doivent intervenir dans les 
phénomènes à étudier. Dans le cas d’un point unique l’emploi d’une 
variable temps semble s'imposer; c’est en réalité une forme dissimulée 
de la comparaison du mouvement étudié avec celui du chronomètre. 

Dans le cas des systèmes généraux, il suffit (adjoindre le chrono- 
metre lui-même à l’ensemble étudié. On n'aura plus à comparer que les 
positions géométriques de tous les éléments de cet ensemble élargi ('). 


3. Trans formations infinitésimales du groupe euclidien. — Dans le 


(1) Cf. E. Macu, La Mécanique. Trad. E. Bertrand, Chap. I. 
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cas d’un seul point les transformations de coordonnées rectangulaires 
sont de la forme suivante : 
X=—x,+ ax + by +es, 

Y=Srytauat boy +e's, 


(1) - 


| LS; Fax +0} cs. 


Elle dépendent de douze paramètres; mais, comme les neuf cosinus 
sont liés par six relations bien connues, le nombre des paramètres 
indépendants se réduit à six. 

Nous prendrons d’abord les paramètres æ,, y, =) et nous considé- 
rerons ensuite les neuf cosinus comme des fonctions de trois d’entre 
eux, en posant 


(2) = b'— à, o= 6, eS 


Ce choix est suggéré par les notations ordinaires de la cinématique. 
La transformation identique s’obtient en faisant 


== RUE = +. — = = "eee 
=D) C=, a== 0), p=0, Y—=0, Ly = Vy So — 0: 


Différentions les relations fondamentales entre les cosinus et donnons 
ensuite à ces cosinus les valeurs initiales indiquées ci-dessus, Nous 


trouvons. 
(Ha (db (C0; 


(da'),+ (db), = 0, (dc), + (da"),= 0, (de!) + (db), = 0. 


Partant de la, nous obtenons pour les valeurs initiales des dérivées 
des coordonnées X, Y, Z les expressions suivantes : 


Ox OX OX 
re a.) 

OX Ox . OX 
(= (55), => (=? 


Les expréssions non écrites se déduisent de celles-la par simple 


permutation circulaire. 
Les transformations infinitésimales du groupe sont définies par les 


valeurs de ces dérivées. Ona 


(3) 


rie OL Aa; sn 
re CA gs 
EAN: *< 4 
Re Do LS Pr CLE Ot. 
| a ar, Pa oy’ ee de x: dy Ox 
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Il est évident que ce groupe n’admet pas d'autres invariants que des 


constantes pures. 
Si l’on envisage simultanément plusieurs points P;(æ;, Yi, 3:), les 
transformations infinitésimales deviennent 


i 0 

oy! 
Mee eee bu 
x= > of -23). 


ouewe 6 6 ve Vs 6 us nee 6 6 Be d'a 


Nous écrivons seulement une transformation de chaque type. 

Pour le prolongement cinématique du groupe le nombre des trans- 
formations infinitésimales se trouve porté à douze et comprend les 
quatre types suivants (') : 


Y=> 2, 
D=>, a 
4. Invariants. — On retrouve facilement dans le groupe euclidien 


les propriétés générales indiquées par Lie pour les groupes géomé- 
triques. 

Dans le cas de deux points le groupe initial admet un seul invariant 
essentiel; le système des six équations obtenues, en égalant a zéro les 
transformations, se ramène alors, en effet, à cing équatiors indépen- 
dantes. 


Toutes les solutions de ce système se ramènent à des fonctions de 
la distance. 


Si le nombre » des points est supérieur a deux, les six équations 


= 


(1) J. Le Roux, Sur les invariants du groupe des mouvements relatifs (C. R. Acad. Sc, 
1192 rs Avril 1931, DR r). 
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sent indépendantes; le nombre des variables est égal à 3n et le nombre 
des invariants indépendants est 3n — 6. Le nombre des distances des 


Q ee x , nin—t : 
points considérés deux à deux est égal RE" mais, sur ce.nombre, 


3n— 6 seulement sont indépendantes; elles fournissent un systeme 
fondamental d'invariants. Toutes les autres solutions du systéme sont 
des fonctions arbitraires de ce système fondamental. 

Le prolongement cinématique n’introduit pas d’autres invariants 
que les dérivées des invariants du groupe initial. 

Ces remarques font ressortir immédiatement les propriétés du mou- 
vement qui subsistent indépendamment des systèmes de référence 
mobiles. Les notions de trajectoires et de vitesses n’ont de sens inva- 
riant que pour des systèmes de référence invariablement liés les uns 
aux autres. Avec la mobilité des systèmes de référence elles prennent 
un sens tout relatif. 

Mais la distance instantanée de deux mobiles est invariante. La 
configuration instantanée de l’ensemble mobile et la variation de cette 
configuration sont des faits cinématiques indépendants du système de 
référence, et ce sont les seuls. : 

En particulier le chemin parcouru par un mobile dans l’espace n’a 
pas de sens. 


5. Paramètres d'entrainement et solides de référence. — L’étude du 
mouvement relatif en mécanique conduit à comparer les vitesses rap- 
portées successivement à deux systèmes de référence. Les coordonnées 
ax, y, 3, étant rapportées à un système S, les vitesses par rapport à ce 
système ont pour composantes les dérivées 2’, y', 3’, le temps ¢ étant 
considéré comme une variable quelconque, non définie. 

Les composantes suivant les axes de S de la vitesse évaluée par rap- 
port à un autre système S, sont représentées par les formules bien 


connues 
| Vi E+gs—ry+a, 


V,=n+r2—ps+y', 
V-=—C+pq—pxe+s'. 


(7) 


Les paramétres Cal: Ps GT désignent les composantes de la 
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translation et de la rotation d'entraînement du système S par rapport 
à S,. Nous les appelons les paramètres d'entrainement. 

Dans l'étude des groupes généraux on est amené à introduire des 
paramètres semblables. Quand il y aura lieu de rappeler les formules 
générales, nous désignerons ces paramètres dans l’ordre ci-dessus par 
les symboles &,, G2, T;, Gi, Gs, Gi. 

On sait que l’on a 


=e dx, ! dy 2 diy 
ap ar ae IPS ET 
anne abe re Yop sn imately a on 
Pee alt dé “dt aa ats.” dt dt dt 


Si les paramètres d’entrainement sont connus en fonction de ¢, on 
peut déterminer les coordonnées x,, Yo, 5 et les cosinus directeurs en 
fonction de la même variable par un système d'équations différentielles 
de la forme suivante : 


| dx,’ | 
ae = QE + bn + ct, 
dt | L 


da CERN 
25 Qo =a iE = Ay 
dt q 


A ces relations il faut joiudre en outre les relations entre les cosinus. 
Dans ces conditions l’intégration du système introduit six constantes 
arbitraires. I] existe donc une infinité de trièdres de référence corres- 
pondant à un système donné de paramètres d'entrainement définis en 
fonction de £. 

Or tous ces trièdres sont invariablement liés les uns aux autres ('). 
Inversement, connaissant un triédre satisfaisant au système diffe- 
rentiel (9), on en déduit la solution la plus générale, représentée par 
l’ensemble des trièdres invariablement liés au premier et qui lui sont 
superposables, avec coïncidence des directions positives des axes du 
meme nom. 

Nous donnerons le nom de solide de référence à l'ensemble des 
tricdres de référence satisfaisant à ces conditions. 


me ee 


(') J. LE Roux. Principes mathématiques dela Théorie de la Gravitation p. 6-7 
> pads 
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Ainsi, à un ensemble de valeurs des paramètres d'entraînement 
définis en fonction d’une variable ¢ correspond un solide de référence 
constitué par l’ensemble des trièdres invariablement liés à l’un d’entre 
eux. : | 

Deux trièdres de référence appartenant à deux solides de référence 
différents sont nécessairement mobiles l’un par rapport à l’autre. 


6. La notion de masse en dynamique. — A la notion d'existence 
propre du mobile, envisagée en cinématique, la dynamique ajoute une 
notion nouvelle, celle de masse de l'élément mobile. La masse en 
dynamique est considérée comme un éneartant de l'élément matériel. 

Ainsi, tandis que le point en géométrie n’admet pas d’invariant, 
. Pelément matériel en dynamique en admet un, mais cet invariant n’est 
pas un invariant de position. 

La considération de la masse comme un invariant semble en oppo- 
sition avec la théorie de la relativité restreinte d’Einstein. En réalité il 
est facile de constater que cette opposition n’est qu’une question de 
mots. 

Dans la théorie d’Einstein si m, désigne la.masse au repos, la masse 
du mobile, en mouvement avec la vitesse ¢, est de la forme 


m—mog(#), 


o(e) désignant une fonction de la vitesse indépendante du mobile. 

On constate immédiatement que si l’on considère deux points dont 
les masses au repos sont respectivement m, et m, et dont les masses 
en mouvement, avec la même vitesse ¢, sont m et m', on a toujours 

m __ M 
m' 


LL 
My 


Si done on a choisi une masse unité, le rapport de la masse d’un 
mobile à la masse unité, dans les mêmes conditions de vitesse, est un 
invariant afférent à ce mobile et indépendant de la vitesse. C'est à cet 
invariant que nous donnons le nom de masse. S'il n'y avait qu’un seul 
mobile ou des mobiles identiques, il n’y aurait pas lieu d'introduire la 
notion de masse. 

La définition d’une quantité physique se ramène en réalité au pro- 
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cédé expérimental qui sert à en déterminer la valeur numérique, soit 
par une mesure directe, soit par un calcul approprié ('). C'est la défi- 
nition par les faits d'observation qui doit se substituer à la définition 
par les mots. 

En mathématique, nous avons à dégager de ces faits les propriétés 
générales qui caractérisent l'égalité et la somme des masses. 

La comparaison directe des masses par la pesée fait intervenir les 
phénomènes de la gravitation. On considère comme égales les masses 
de deux corps qui se font équilibre par la pesée, et l'an observe que : 


1° Deux corps qui se font équilibre en un lieu se font également 
équilibre en tout autre lieu accessible; 

2° Si deux corps À et B font respectivement équilibre à deux autres 
A’ et B’ la réunion de A et de B fait équilibre à la réunion de A’ et B’, 
quel que soit d’ailleurs le mode d’association de ces corps entre eux. 


Les conditions de la comparaison supposent nécessairement que les 
corps sont de dimensions restreintes et assez rapprochés les uns des 
autres. 

La traduction mathématique de ces propriétés et leur généralisation 
nous donne les propriétés suivantes : 


Deux éléments matériels de masses égales sont échangeables dans les 
phénomènes de la gravitation. 

La masse d'un ensemble est égale à la somme des masses des éléments 
composants. 


II. — L'énergie cinétique relative et ses transformations infinitésimales. 


7. Énergie cinétique relative. — Les notions fondamentales que 
nous avons introduites nous permettent enfin de définir l'énergie 
cinétique relative d’un ensemble d'éléments. Nous prendrons la défi- 
nition de la mécanique classique, en observant que nous ne formulons 
aucune hypothèse ni sur le système de référence, ni sur le choix du 
temps. 


‘ ARE n ré 3 
(1) J. Le Roux. La vargetion de la Masse (Actu mathematica, t. 49, p. 397-405 
rn © . 


SA ee 
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Dans l'expression de l'énergie cinétique relative d’un élément 


nous trouvens : 


1° Le facteur m, qui est un invariant propre de l'élément, indé- 
pendant du système de référence; 

2° Le facteur ds*, qui est un invariant différentiel du groupe statique ; 
il conserve la même valeur pour tous les systèmes de référence inva- 
riablement liés les uns aux autres, mais varie avec le solide de réfé- 
rence ; 

3° La différentielle d¢ qui se rapporte actuellement à une variable 
non désignée et qui pourrait d’ailleurs disparaître de nos calculs, si 
l'on considérait les différentielles au lieu des dérivées. 


L'énergie cinétique relative d’un ensemble est la somme des 
énergies cinétiques relatives des éléments, pour un choix donné de la 
variable t. En la désignant par T, nous avons donc la formule de la 
mécanique classique | 

pat D pe dx? + Le de? 

2 de? 

Dans cette expression, outre les propriétés essentielles de la masse, 
on observe encore une autre propriété caractéristique : c’est la symétrie 
par rapport aux éléments mobiles. Chaque élément y figure par quatre 
nombres, la masse 7» et les trois coordonnées æ, y, =. La fonction T 
ne change pas quand on permute les éléments d’une manière quel- 
conque : elle admet le groupe symétrique des substitutions des él6- 
ments. 


8. Transformations infinitésimales de l'énergie cinétique. — Appli- 
quons à l'énergie cinétique les transformations infinitésimales définies 
par les formules (6). Nous commencerons par substituer les variables 


ys AE dérivées dx dr, 6e qui donne 
accentuées 2, y, 3 aux dt n° are" A 
eae guy atari CES 
(10) T= >; > m(x?+y"t+ 5”). 


2 


Ann. Ec, Norm., (3), L, — Mar 137. 18 
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Nous avons d’abord, quel que soit l'indice h, 
RACK VE 


en vertu de l’invariance de T par les transformations du groupe 
statique. 

Nous trouvons ensuite : 
D;(T)= Z2mx, 


(11) D,(T)=Zmt(ys 27). 


On reconnait immédiatement les expressions des projections de la 
résultante de translation et du moment résultant des quantités de 
mouvement de la mécanique classique. 

Nous poserons en général : 

(12) LE PAM DEA ay. 


A ces expressions, appliquons de nouveau les mèmes transforma- 
tions infinitésimales, et posons 
(13) D,(T1) = Tie. 


Comme les transformations D, sont permutables, on a 
AE Te 


Or ces résultats assimilables à des dérivées du second ordre ont aussi 
une signification intéressante. On a, en effet, 


Lulu lo= =m, 
LE Lu so — O, 
Le 
r 


‘ 
bets 


(14) 


Nous aboutissons done à ce résultat remarquable que la considé- 
ration de l'énergie cinétique relative nous donne successivement, par 
l'application des transformations infinitésimales du groupe : 


1° La quantité de mouvement résultante et le moment cinétique 
résultant: 


Ne i ge 


LÉ RES 
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2° La masse totale de l’ensemble, le centre de gravité et les moments 
d'inertie. 


Ces notions qui se présentent, dans la mécanique classique, comme 
indépendantes et séparées, se rattachent en réalité à une notion 
unique par l'intermédiaire du groupe de relativité. 


9. Énergie cinétique invariante. — L'énergie cinétique s'est pre- 
sentée jusqu'ici avec un caractère essentiellement relatif. Nous pouvons 
en déduire une forme inyariante par l'application d'une méthode géene- 
rale que j'ai indiquée ailleurs. Dans le cas actuel cette méthode nous 
conduit à un problème considéré par MM. Levi-Civita et Amaldi. 


Déterminer le minimum de l'énergie cinétique relative Pun ensemble 


mobile ('). 


Soit S un premier svstème de référence pour lequel l'énergie cine- 
tique est T. Désignons par S, un second système qui se déduit du 
premier par les paramètres d'entrainement Ge Rees, Da Gs, Be Le eneraze 
cinctique relative de l’ensemble considéré, rapporté à S,, sera d’après 
les formules (7) 

(15) D (VE Na Neo 


2 


Nous cherchons à déterminer les paramètres d'entrainement par la 
condition de rendre minima l'expression de ‘b. Nous aurons done, 
quel que soit le paramètre d'entrainement 5... 

Jp ; 


—_—_ rea, (LL 
OW’; 


(16) 


Ces équations se ramenent aux deux types suivants : 


08 pt of — XYmV,.= 6, 
OB, Oz 
5) mms 
: Se = FE sNs) = 0; 


re rala to bis en Sens) mle @ ies were r sis, polar le QT gies 


(1) Levi-Civira et Amaupr. Lesioni di Meccanica razionale, vol. II, r'° Partie, p. 307, 


500, 
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Elles expriment que, dans le mouvement rapporté à Sq, la quantité 
de mouvement résultante et le moment cinétique résultant sont nuls. 
Le système S, est donc l’un des systèmes envisagés par M. Appell dans 
une Note Sur la notion d'axes fixes et de mouvement absolu ('). 

Examinons la formation des équations (17). 

La fonction ® est un polynome du second degré non homogène des 
paramètres d'entrainement. On pourrait la développer par la formule 
de Mac-Laurin suivant les puissances de ces paramètres. Nous aurions 
à calculer pour cela les valeurs de la fonction ® et de ses dérivées 
partielles premières et secondes pour les valeurs nulles des para- 
mètres. 

Désignons ces valeurs par l’indice zéro. Nous avons successivement 

®,=T, : (ss) — D,(T)=Ti. 
(18) ; 


d® 
GS.) — Di D,(T) fe Tia. 


L’expression générale de l’équation (16) prend donc la forme 


(19) Ty Wg Tig Bes Tay We Ti 0: 


Le déterminant des équations (19) est du sixiéme ordre. Nous poserons: 
(20) A= ||Tr|l- 


En tenant compte des valeurs des transformations infinitésimales 
T,, données par les formules (14) il est facile de vérifier que le déter- 
minant A est différent de zéro si l’ellipsoide d’inertie de l’ensemble est 
un véritable ellipsoide. 

Dans ces conditions le système (19) admet une solution unique, 
bien déterminée pour les paramètres ©. 

Calculons l'expression correspondante de l'énergie cinétique 
minima ®. 

Nous pouvons à cet effet utiliser un artifice couramment employé 
en géométrie analytique pour la réduction au centre des équations des 
coniques ou des quadriques. 


ER EE LEE RUE 


(') Principes mathématiques de la Théorie de la Gravitation (C. À. Acad. Sc., t. 166 
1918, p. 518). 


TAN ENS 


LE PRINCIPE DE RELATIVITÉ ET LA LOI DE LA GRAVITATION. 141 


Nous rendons homogène, par rapport aux paramètres, le polynome 
du second degré ®, en introduisant une septième variable &; que nous 
égalerons ensuite à l’unité. En vertu du théorème d’Euler sur les 
fonctions homogénes nous avons alors 


0® 
Zion = 28: 
En tenant compte des équations (19) et faisant o; =1 cette relation 
donne 
CA 


200 


Con 
ou, en développant, 


(ary. T,o,+7T,0,+...+T,o,+ 2T—29=0. 


Eliminons maintenant les paramètres &, entre les équations (19) 
et (21); nous trouvons 


(22) 


T, T,'T, T, T, T, aT 20 


Désignons par @(T,) la forme quadratique des quantités T, définie 
par la formule suivante : 


IT 

IT, 

| dde 

(23) OT) ==" SA Le 
ÎT, 


Telos, Teo 


La fonction @ est une forme quadratique définie positive des trans- 


formations infinitésimales premières T;. Nous l’étudierons plus loin. 


L’équation (22), résolue par rapport a ®, donne 
(24) , Dd—T — 9. 
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L'énergie cinétique minima diffère donc de T par une forme quadra- 
tique définie positive @ des composantes de la quantité de mouvement 
résultante et du moment cinétique résultant. . . 

D’aprés un théoréme général de la théorie des groupes de relati- 
vité la forme ® annule toutes les transformations infinitésimales du 
groupe ('). C’est donc un invariant différentiel du groupe de rela- 
tivité. 

C’est pourquoi nous lui donnons le nom d’énergie cinétique inva- 
riante. 


10. Energie de déformation et énergie d'entrainement. — En vertu 
des conditions d’invariance et des propriétés générales des groupes de 
relativité, l'énergie cinétique invariante ® est une fonction des dis- 
tances mutuelles des éléments mobiles et de leurs dérivées. Si le 
nombre des éléments considérés est n, celui de leurs distances 


n(n—1) 


mutuelles est » mais le nombre des distances indépendantes se 


2 f 
RH 5 FE = — . 
LE PAGE relations 


ramène à 3n — 6. Il existe entre les distances 
identiques. I] en résulte que l'expression de l'énergie ®, en fonction 
des distances et de leurs dérivées, est susceptible d’une infinité de 
formes équivalentes. Mais il faut mettre à part la forme symétrique qui 
ne change pas quand on permute d’une manière quelconque l’ordre 
des éléments de l'ensemble mobile. 

Pour ce qui suit nous aurons simplement à retenir que l’invariant © 
ne dépend que des distances mutuelles et de leurs dérivées, et que, 
par rapport à ces dérivées, il constitue une forme quadratique essen- 
tiellement positive. La condition nécessaire et suffisante pour que ® 
s'annule, c'est que ces dérivées soient nulles simultanément. 

Si cet invariant est constamment nul l’ensemble se meut sans défor- 
mation. 

La forme © n'est pas un invariant du groupe de relativité, mais son 
interprétation est nécessaire pour achever de faire connaitre la signi- 
fication de l’invariant D. 

Considérons de nouveau l'expression de ® sous forme de polynome 
Poses Se eee ee ee to La: arme 264 

(1) Les Groupes de Relativité, loc. cit., p. 141-143. 
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du second degré des paramètres &, et désignons par W(&) l’ensemble 
homogène des termes du second degré 


ey L mp 
(25) W(o) = D Tumisi. 
hk 


On reconnait immédiatement que la fonction O(T,,) définie par la 


_ formule (23) n’est autre que la forme adjointe de la forme U"(a), 


dans laquelle les quantités T, jouent le rôle de variables contrava- 
riantes des paramètres &;. 
Les équations (19) pourraient s’écrire 


elon ve eS 
(19) he 00, 


On en déduit immédiatement, d’après les propriétés bien connues 


des formes adjointes, 
90 
(26) a y= ats. 


D'autre part, si l’on remplace dans l’équation (23) les quantités T, 
par les valeurs (25), on trouve l’équivalence 


O (Ty) =W (a). 


En d’autres termes, les formes © et ¥ sont équivalentes en vertu des 
équations (19) ou (25). 

Or le polynome W(&,) se ramène à l'énergie cinétique relative de 
l'ensemble mobile par rapport au systèmes, dans le cas où Îles 
dérivées x’, y, 3’ seraient nulles, c'est-à-dire dans le cas où l’en- 
semble serait invariablement lié au système S et se trouverait entrainé 
dans son mouvement par rapport à S,. Ce mouvement d'entrainement 
n’altére pas la configuration de l’ensemble. 

Si l’on écrit l'équation (24) sous la forme 


(27) T = ®d +0, 


on reconnait que T se trouve décomposé en deux parties dont la pre- 
mière ne dépend que de la déformation et la seconde, du mouvement 


d'entrainement. 
Nous donnons donc à l'énergie cinétique invariante le nom 


10 * 
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d'énergie de déformation de l’ensemble et au terme complémentaire 0 
le nom d'énergie d'entrainement. 

Nous retrouvons ici une décomposition qui avait été indiquée par 
Poincaré (*) et que j'ai également considérée d’un autre point de vue 
à propos de la théorie de la gravitation. 


11. Solide de référence principal. — Supposons que le mouvement 
de l’ensemble rapporté à S soit défini par l'expression des coordonnées 
des éléments en fonction d’une variable quelconque ¢. On connait 
donc, aussi en fonction de ¢, les valeurs des paramètres d’entraine- 
ment &, définies par les équations (26). Les équations du système (9) 
permettront ensuite de déterminer en fonction de la variable t les para- 
mètres du groupe de transformations. Nous avons déjà remarqué (n° 5) 
que tous les trièdres de référence déduits du même système de valeurs 
des paramètres d’entrainement sont invariablement liés les uns aux 
autres, et nous avons appelé solide de référence l’ensemble de ces 
triedres. 

Le solide de référence particulier qui correspond aux valeurs (26) 
des paramétres satisfait 4 la condition que, dans le mouvement de 
l'ensemble, rapporté à ce solide, l'énergie cinétique relative est cons- 
tamment égale au minimum ®, 

Nous lui donnons le nom de solide de référence principal de l’en- 
semble (?). 

La considération du solide principal me parait être l’une des notions 
les plus essentielles de la mécanique des ensembles. C'est l'une des 
bases de la théorie de la gravitation. 

Il est inutile d'entrer ici dans le détail des propriétés de ce solide. 
Je renvoie à cet effet aux Principes mathématiques déjà cités. 

Je signale cependant quelques remarques essentielles. Appelons T, 
l'énergie cinétique relative de l’ensemble par rapport au solide prin- 
cipal. 

On a, par les résultats précédents, 

(28) T, = D. 
STO NTE UP A sd 8) 1 toto ateh these onsh ete 


(') Poincaré, Figures d'équilibre d'une masse fluide, Pas: 
\?) Principes mathématiques de la Théorie de la Gravitation, Dur 
LA 
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Cette égalité, toutefois, ne constitue pas une identité. Le premier 
membre est une forme quadratique définie positive des dérivées des 
3n coordonnées de l’ensemble; le second membre est exprimable à 
l’aide de 3n — 6 distances indépendantes et de leurs dérivées. 

L'égalité (28) a lieu en vertu des six conditions de définition du 
solide principal. C’est une simple équivalence. 

Les paramètres &, considérés jusqu'ici représentent le mouvement 
du système de référence S par rapport au solide principal; les mêmes 
paramètres changés de signe représenteraient les composantes, sul- 
vant les axes de S, de la translation et de la rotation instantanées du 
mouvement du solide principal par rapport à S. 

Il en résulte que l'énergie cinétique d’entrainement de l’ensemble 
dans le mouvement du solide principal par rapport aS est égale à 0 


‘comme dans le mouvement de S par rapport au solide principal. 


Je rappelle également les propriétés suivantes : 


1° Le solide principal est indépendant du choix de la variable ¢ qui 
sert a exprimer les coordonnées; 

2° Le centre de gravité est fixe dans le mouvement de l’ensemble 
rapporté au solide principal, et le moment cinétique résultant est nul. 


Cette dernière propriété entraîne une conséquence importante. 
Aucun mouvement limité à un élément unique de l’ensemble ne peut 
avoir lieu par rapport au solide principal. En effet, les autres éléments 
auront nécessairement des quantités de mouvement dont l’ensemble 
devra équilibrer la quantité de mouvement de l'élément considéré. 

Ainsi, dans le mouvement rapporté au solide principal de l’ensemble, 
il y a une apparence d'actions mutuelles à distance qui se manifeste 
dans la considération des quantités de mouvement des éléments. Il 
est évident que cette propriété ne correspond à aucune action phy- 
sique : elle caractérise simplement le choix du système de réfé- 
rence. 

Dans le cas d’un ensemble limité à deux éléments matériels, le 
solide référence principal n'est pas complètement déterminé. Il y a 
une infinité de solutions qui se déduisent les unes des autres par 
une rotation autour de la droite de jonction des deux éléments. 
Mais l’énergie cinétique minima est déterminée. Si l’on appelle m, 

Ann. Ec. Norm., (3), L. — Mat 1933. 19 
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et m, les masses et ¢ la distance, on trouve, par un calcul facile, 


1 mm, 
2 mr ms 


o= a’? j 

Le mouvement rapporté à l’un quelconque des solides principaux est 
un mouvemet rectiligne suivant la droite de jonction des éléments; 
dans ce mouvement le centre de gravité reste fixe. 

C’est évidemment en vertu de cette condition que les quantités de 
mouvement des deux éléments sont égales et opposées. 


12. Le principe de l'égalité de l’action et de la réaction en méca- 
nique classique s’applique aux forces et se manifeste en dynamique 
par la quantité d’accélération (produit de la masse par |’accélération), 
J'ai démontré (‘) que ce principe exprime une propriété du système 
de référence et non une propriété physique de la matière, et j'ai 
déterminé tous les systèmes de référence pour lesquels le mouvement 
semble dt à des actions mutuelles deux à deux égales et directement 
opposées. 

L'ensemble étant rapporté à un trièdre de référence quelconque S 
on pourra déterminer tout autre solide de référence par les paramètres 
d'entrainement E, n, €, p, q,r. 

L'énergie cinétique relative par rapport au solide cherché sera de 
la forme connue 


(ties = Xm(V2+ Vit VE). 
En écrivant que la résultante de translation et le moment résultant 


des quantités de mouvements par rapport à ce solide sont constants, 
on a les conditions suivantes : 


d (ov OT MGT YS. 
it %)+ a)" =o 


a fol oT eT. 
dt (5) (5%) 4 | ) emg 


Sert die 2) ge 0 Whee Ne Mail 4 «6 Geb AE dose + 
s . . 


Le mouvement de l’ensemble par rapport à S, étant supposé connu, 
EU ne ni nr ue tics nées 
(1) Principes mathématiques de la Théorie de la Gravitation, Chap. HE. 
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ces équations ne contiennent d’autres inconnues que les paramètres 
d'entrainement. — 

Le solide principal donne évidemment une solution; c’est la seule 
qui soit indépendante du choix de la variable ¢. 


Si les composantes de la rotation sont nulles, on a — const. 


Cette équation et les deux autres semblables expriment que le centre 
de gravité de l’ensemble est animé d’un mouvement rectiligne et uni- 
forme par rapport au solide cherché. L’uniformité du mouvement est 
relative à la variable ¢ considérée. 


III. — Caractères des lois invariantes. 


13. Conditions d’invariance d'un système d'équations. — Les pro- 
priétés étudiées précédemment subsistent, quelles que soient les lois 
physiques du mouvement; elles s'appliquent à tous les ensembles 
mobiles, quelle qu’en soit la cemposition et quels que soient les mou- 
vements de leurs éléments. 

Il reste à étudier les conditions auxquelles doivent satisfaire les lois 
compatibles avec le principe de relativité. 

Toutes les lois exprimables par des relations entre les coordonnées 
rapportées à un système S devront s’exprimer par des relations sem- 
blables entre les coordonnées des mêmes éléments rapportés à tout 
autre système qui se déduit de S par un mouvement arbitraire. 

Dans la théorie des groupes, le problème se formule de la manière 


suivante : Soient respectivement 2,, ©, ..., Æn Cb Vis Vas +. Yn 
deux systèmes de coordonnées rapportées aux systèmes de référence 
S, ct S, qui sont reliés entre eux par les paramètres d,, 43, ..., a. 


Si l’on suppose que l'expression d’une loi naturelle se formule par un 
système d'équations 

(29) Fy( 44, Lay ++) Œn) = 0 CR EstE Faites 72.) 

dans.le système S,, elle devra se formuler dans le système S, par les 
équations 


(29°) Fr(J'as J’ de pF Rhee 


en 
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Les deux systèmes (29) et (29’) devront donc être équivalents quels 
que soient les paramètres de liaison a. 

On dit alors que le système (29) est invariant ‘par les transforma- 
tions du groupe considéré ou qu’il admet les transformations du 
groupe. 

Lie a établi les conditions d’invariance d’un système d'équations ('). 
Les résultats essentiels de cette théorie peuvent être obtenus très sim- 
plement de la manière suivante. 

L’équivalence des systèmes (29) et (29’) est évidemment assurée si 
les fonctions F, sont des invariants ou si les équations considérées se 
ramènent à des relations entre invariants; mais cette condition n est 
pas nécessaire, il y a d’autres solutions. 

Dans les équations (29), considérons les y comme des fonctions 
des x et des a. Ce systéme étant vérifié quelles que soient les valeurs 
des a, il en résulte que les dérivées 

dFx(y) yy OF, Oy: 
Oa, ~~ ad OV; dar 
devront s’annuler en vertu des équations du système. Donnons aux 
paramètres a, les valeurs a} qui correspondent à la transformation 
dFx(y) 
Ox 


identique; la dérivée 
h 


a pour limite la transformation infinité- 


simale 


X:F4x(x) >> Eni 3 2 


Donc les équations 


(30) XrFx(x) = 0 


sont elles-mémes des conséquences du systéme (29). 


1%. Changement de variables. — Effectuons un changement de 
variables indépendant des paramètres a, en prenant comme nouvelles 
variables respectivement dans les deux systèmes 


U,(@), uiz), 2.2.55 Un(z), 
4 C7 D VS ye! Sy htaa(y 
mo ee om 
(1) Lie ExGez, Band J, Kap. XIV, p. 222-245, 


Pee oe « 


LE PRINCIPE DE RELATIVITÉ ET LA LOI DE LA GRAVITATION. 149 


Les coefficients E,; des transformations infinitésimales sont rem- 
placés pour les nouvelles variables par des coeflicients semblables 


(31) Cri Xn(ui) 


et la transformation infinitésimale X;(/f) devient, avec les nouvelles 
variables, 


(32) = u(N=> bug => XA(u;) ae . 


Supposons maintenant que la matrice des coefficients E,; des trans- 
formations infinitésimales primitives soit de rang p; il existera alors 
n—pinvariants indépendants, que nous prendrons pour nouvelles 
variables. 

Le nouveau système de variables comprendra en conséquence : 


1° p variables u,, u,, ..., u, sur lesquelles nous ne faisons aucune 
hypothèse ; 
2 n—p variables &,,,, U,,», ..., Un, qui Seront des invariants du 


groupes 


L'ensemble sera assujetti à la seule condition que le déterminant 
fonctionnel des uw, par rapport aux x, soit différent de zéro. 


15. Forme canonique. — La matrice des Es, étant de rang p, nous 
supposerons que les indices soient rangés dans un ordre tel que le 
déterminant d'ordre p, déduit de la-matrice et occupant dans le tableau 
le coin supérieur de gauche, soit différent de zéro. Nous le désignerons 
pared: 


oS 
C2 
| 
i 
© 


Em Spaz ++ Cp 


Écrivons ensuite un déterminant A, d'ordre n, constitué de la 
manière suivante : 


1° Les p premières lignes de A seront les p premières lignes de la 


matrice des &,,; 
2° Dans les n — p dernières lignes, tous les éléments des p pre- 
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mières colonnes seront nuls: les n — p dernières colonnes formeront 
un déterminant dont les éléments de la diagonale principale seront 
égaux à l'unité et dont les autres éléments seront nuls. On aura donc 


cu S12 sis cup Cip+t na Sin 

- LA - - cad 
S2l S22 Sap Capt si San 

f\ Bed eee 2 = : + 
(34) A=} tm Cp ++: Cpp  Spp+1 r'ÉATÉERE 
oO oO Oo I oO 

oO Oo eee Oo o ese I 


La valeur de A se réduit évidemment à celle de à. 
Multiplions maintenant le déterminant A par le déterminant fonc- 
tionnel des uw, par rapport aux 2, 


Ou, Ou, du, 
Oe OD. ate OE 
T Ou, Ou, Ou. 
we ANT OT Ron) — — ... — 
(35) paren Sb 3 ——— Or, OX. Ox, |= J, 
A(L, Le, +> ln) 
Ou, OUR du, 


OX) CTORS ES OD, 


En effectuant la multiplication lignes par lignes et tenant compte de 
l'invariance de celles des nouvelles variables uw dont l'indice est supé- 
rieur à p, on trouve 


ATCA AL TUE) ne ee y] 0 0 Frs 0 
Deel Wy) ha (ts) ‘D. Ram) 0 0 ae 0 
X (4) X (ets) Np (ty) o 0 0 
du, Ou, Ou, Oups Oups Ou, 
AJ : "+ 
du D da 4 dx PA Fe RER OT 70k OD prs 
su Ou, Ou, Ottis durs Ou, 
FD es na a EN 0 : 
, ; a OLpis. OX) OXys 
Ou : 
du, Ou, Oups: Ou, 
On dx, dx, VE aaa 0x, 


Ce nouveau déterminant se réduit évidemment au produit du déter- 


°C PIS eet PAU 
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minant d'ordre p qui occupe dans Je tableau le coin supérieur de 
gauche par le déterminant d'ordre n — p qui occupe le coin inférieur 
de droite. 
FRE . x ñ . / 

Nous désignerons le premier par 2’; le second se réduit au déter- 
minant fonctionnel des invariants w,.,,4,,:, ..., u, par rapport aux 
variables æ,,,,æ,,», ..., æ,, dont les indices ne figurent pas dans le 
déterminant 5. 

On a donc l'identité 
(36) AA See hes 0p nniipeenyh à Wu): 


hE ne Tps ess Hn 


Le premier membre étant différent de zéro, le second l’est aussi. 


16. Systèmes d'équations invariantes. — Nous sommes maintenant 
en mesure d'établir les conditions d’invariance du système (29). Les 
équations de ce système permettent de définir les valeurs d’un certain 
nombre de variables uw en fonction des autres. 

Supposons d’abord qu’en portant ces valeurs dans l’expression du 
déterminant © on obtienne un résultat non nul. 

En égalant à zéro les p transformations infinitésimales de F,, 


i=p 


MOBY 
(37) Zi(Fy) >, Xa(ui) Ls 


ee 


on obtient un système de p équations linéaires et homogènes par rap- 
port aux dérivées 
OV; ; 
DE: (pr à: 
Le déterminant de ce système étant différent de zéro, on a, comme 
conséquence des équations (29), 


OF). dl, Z OF ;. 


Ou, Oia cent Ki thy, 


Le systeme considéré établit done des relations entre les seules 
variables u dont l’indice est supérieur à p, c'est-à-dire entre les inva- 
riants du groupe. 
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. Nous appellerons système régulier tout système analogue à (29) 
satisfaisant à cette condition. 

Ces conclusions sont en défaut quand les solutions des équa- 
tions (29) annulent le déterminant ©’. 

Dans le changement de variables effectué on aurait pu conserver 
les p premières æ,, 22, ..., 2, supposées non invariantes, en prenant 


Ua Li Us — Le, Pista Up—Lp. 


On a alors à’ — 0. Ce déterminant a été supposé non identiquement 
nul, tant que les variables du système restent indépendantes. Mais il 
peut arriver que la solution à =o soit une conséquence des équations 
du système considéré. S’il existe un autre déterminant d'ordre p qui 
ne s’annule pas dans ces conditions, on le substituera à 6. Notre rai- 
sonnement subsiste alors. 

Le seul cas singulier est celui où tous les déterminants d’ordre p 
déduits de la matrice des &,; s’annulent en vertu des équations (29). 
Le rang de la matrice s’abaisse alors à un nombre p'< p. Cette pro- 
priété se conserve par un changement de variables quelconque et, par 
conséquent, pour toutes les transformations du groupe considéré. 

Considérons inversement l’ensemble des équations obtenues en 
écrivant que le rang de la matrice s’abaisse de p à p’. 

Ce système permettrait de définir un certain nombre des variables 
Uy Ugy Ugy +++, Uy, en fonction des autres, uy, Ws, Ua. 

Portons ces valeurs dans le systéme (29). Deux cas peuvent se 
présenter : 


1° Le systéme (29) est complétement vérifié par les valeurs consi- 
dérées, auquel cas il exprime simplement l’abaissement du rang de la 
matrice sans y ajouter aucune condition nouvelle; 

2° Après la substitution indiquée, il subsiste dans le système (29) 
un certain nombre de relations indépendantes entre les variables 
Ug, Ug, ss 


Avec les variables restantes, on peut constituer un groupe réduit 
auquel s’applique le même raisonnement. 


On doit, d’ailleurs, observer que l’abaissement du rang de la matrice 


rer 
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correspond à une singularité dans l'intégration des équations aux 
dérivées partielles qui définissent les invariants. 

En résumé, tout système d'équations admettant un groupe donné G 
peut comprendre deux sortes de relations : 


1° Les solutions régulières qui se réduisent à des relations entre 
invariants; 

> Les solutions singulières qui expriment l’abaissement du rang 
de la matrice des transformations infinitésimales. 


Les premières peuvent être arbitraires, les secondes sont entière- 
ment déterminées par la connaissance des transformations infinitési- 
males du groupe. 

Si l’on considère seulement des relations dépendant de constantes 
arbitraires, de telle manière qu’il soit impossible d’en déduire par 
élimination des relations indépendantes de ces constantes, les rela- 
tions de la seconde catégorie se trouvent exclues. 


17. Cas du groupe euclidien. — Dans le cas du groupe euclidien 
appliqué à un ensemble de x points, la matrice des transformations 
infinitésimales comprend six lignes et 37 colonnes. Elle est constituée 
par des suites de 3 colonnes pour chaque élément groupées de la 
manière suivante : 


I o o 
0 I o 
o o I 
Oo —s y 
2 0 —x 
—y a 0 


La matrice est en général de rang six quand nest supérieur à deux. 

Pour que le rang s’abaisse à cing, il est nécessaire et suffisant que 
tous les points considérés soient en ligne droite. 

Cette condition peut se formuler à l’aide des invariants. Pour 
exprimer que trois points A, B, C sont en ligne droite, il suffit 
d'écrire, en effet, que l’on a AC — AB + BC, et l'on sait que les 
distances AC, AB, BC sont des invariants de l’ensemble des trois 
points relativement au groupe euclidien, 

Ann, Ee. Norm., (3), L, — Mat 1935. 20 
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Dans ce cas. les solutions singulières s'expriment comme les solu- 
(ions régulières par des relations entre invariants. 

Donc : 

Dans le mouvement d’un ensemble de 7 éléments, les seules condi- 
tions compatibles avec le principe de relativité, auxquelles puissent 
satisfaire les positions de ces éléments, sont exprimabies par des 
relations entre les distances mutuelles ou, plus généralement, entre 
les quantités géométriques qui peuvent servir à déterminer la configu- 
ration de l’ensemble. 

Inversement, il est évident que toute relation entre invariants se 
conserve par les transformations du groupe. 

Mais une telle relation ne traduit une loi physique que si elle se 
retrouve dans tous les phénomènes du mème genre. 

Les observations qui précèdent s'appliquent évidemment aux 
groupes prolongés. En ce qui concerne le prolongement cinématique, 
il ne peut y avoir d’abaissement du rang de la matrice à moins qu'il 
ne se produise un abaissement correspondant pour le groupe initial. 


IV. — Possibilité d’une forme invariante de la loi de gravitation, 
Le principe de la moindre action. 


18. Considérations sur la lot de Newton et la loi d’Einstein. — Nous 
avons déterminé les conditions imposées aux lois du mouvement par 
le principe de relativité. Il s'agit maintenant de trouver parmi les lois 
satisfaisant à ces conditions celles qui représentent les phénomènes 
observés. Examinons d'abord les hypothèses actuelles. 

La mécanique classique formule la loi de Vinertie comme la loi 
fondamentale de la dynamique. 

D'après cette loi le mouvement d'un élément isolé devrait être rec- 
liligne et uniforme. 

Du point de vue de la relativité la loi de l'inertie, ainsi interprétée, 
n'a pas de sens. Le mouvement ou le repos d’un élément isolé n'existe 
pas. L'élément peut être en repos par rapport à certains systèmes de 
référence, et en mouvement par rapport à d’autres: la trajectoire 
varie de forme suivant le mouvement du système de référence; le 


FERTY Lin 
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caractère uniforme ou varié du mouvement dépend à la fois du sys- 
tème de référence géométrique et du mode de repérage du temps. 

Si Pon fait intervenir d’autres éléments pour définir les repères, 
la loi que l’on formule ne s’applique plus à un élément isolé. 

La loi de gravitation de Newton fait intervenir deux éléments et l’on 
admet que ces éléments s’attirent en raison inverse du carré de la 
distance. 

La loi de Newton, pas plus que le principe de l’inertie, n’est pas 
compatible avec le principe de relativité. 

En effet un ensemble de deux éléments n’admet qu'un seul inva- 
riant de position, c’est la distance, ou une fonction quelconque de la 
distance. La seule loi que l’on puisse exprimer par une équation c’est 
que la distance est constante. Il existe alors des systèmes de référence 
pour lesquels l’ensemble est en repos. 

Soit o la distance; en prolongeant le groupe au premier ordre, on 


: : : : d ‘ ‘ 
introduit un nouvel invariant o’ = a t étant paramètre quelconque. 


4 do 
Une relation entre ¢ et —, 


dt 
do 


Spin er 
définit le paramètre ¢ en fonction de l’invariant ¢; elle ne fournit 
aucune propriété du mouvement. 

En exprimant toutefois que |’invariant ¢, ainsi défini, procède cons- 
tamment par valeurs croissantes, on formule une loi de succession 
des valeurs de o. 

Mais il est impossible d’aller plus loin. 

La loi de Newton ne prend un sens déterminé que par rapport à un 
solide de référence et à un temps, définis, l’un et l’autre, par des élé- 
ments extérieurs à l’ensemble des deux éléments. Elle n’exprime pas 
une propriété afférente à cet ensemble considéré isolément. 

La loi de gravitation d’Einstein rapproche dans une même formule 
Vinertie et la gravitation proprement dite. Mais cette loi est également 
incompatible avec le principe de relativité. Il est évident en effet que 
l'expression de la loi d’Einstein n’est pas valable pour des systèmes 
de référence arbitrairement mobiles; elle suppose, comme la loi de 
Newton, un solide de référence déterminé et un temps déterminé. 


11 
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Elle consiste essentiellement, au point de vue mathématique, à repré- 
senter le mouvement d’un point par une géodésique d’une forme qua- 
dratique de différentielles à quatre variables, æ,, %2, æ:, æ,. 

Soit F(x, dx) la forme considérée. Un. changement de variables 
transforme la fonction F en une autre fonction D(y,dy). Les géodé- 
siques se déduisent de ® par des formules semblables à celles qui 
s’appliqueraient à la forme F. Mais les relations qu’on en déduit entre 
les variables y ne se déduisent pas par une simple transposition de 
celles qui concernent les variables æ. La forme ®(y, dy) diffère 
de F(y, dy). Pour que la loi d’Einstein fat compatible avec le prin- 
cipe de relativité, il faudrait que la forme considérée conservat la 
méme expression pour tous les systemes de référence qui se déduisent 
les uns des autres par un mouvement arbitraire, et que l'on eût, par 


conséquent, 
F(a, dx) —F(7, dy). 


En d’autres termes, il faudrait que F(a, dx) fût un invariant du 
groupe. ) 

Pour déterminer F on s’est servi de relations entre les invariants de 
la forme, mais on a omis d’exprimer que la forme elle-même est un 
invariant du groupe des changements des systèmes de référence 
mobiles. 

D'ailleurs tout mouvement d'un point, représentable par la loi 
d’Einstein, peut également se représenter par la loi de Newton pour 
un autre système de référence et un autre choix du temps. 

Tous les mouvements d’un ensemble de deux éléments dans les- 
quels la distance présente la méme succession de valeurs sont réduc- 
tibles les uns aux autres par un changement de repéres. On peut les 
considérer comme des aspects différents d’un même mouvement. 


19. Le Principe de la moindre action sous la forme invariante. — 
Le principe de la moindre action de Maupertuis a été mis par Jacobi (‘) 
sous une forme indépendante du temps, et M. Darboux (?} en a déduit 


(1) GC. G. J, Jacost, Vorlesungen über Dynamik, 1866, p. 43 et suiv. 
(*) Dansoux, Leçons sur la Théorie générale des Surfaces, t. ll, Chap. VII et VIII, 
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un parallélisme intéressant entre le probléme des géodésiques et le 
probléme général de la mécanique des ensembles. 

Une légère modification de forme nous permet de passer de l'action 
relative à l’action invariante. 

Sous la forme primitive, le principe de Maupertuis exprime que 
parmi les mouvements possibles admettant la même force vive 


~ Smo? (U+h); 


les mouvements naturels sont ceux pour lesquels l'intégrale 


P, 
(38) LES Zme ds 
P, 
est minima. 
Dans ces formules, U désigne la fonction des forces, P, et P, deux 


positions données de l’ensemble mobile. 
ds 


En remplaçant ¢ par sa valeur >» on a 
so Rim ds* 
(9) v= S(O + hi) 
et 


D 2 se" RU SE” 
Èms ds — ie —V2(U +Ah)VÈm ds. 


L'intégrale A prend alors la forme de Jacobi 


Ps 
(40) A /3(U +h) Vimds*. 
P, 

L’élimination du temps constitue un premier pas dans la voie de la 
relativité par la suppression du repérage correspondant. 

Mais le résultat restant dépend encore du systéme de référence 
géométrique par le facteur V£m ds* et par la forme de la fonction U. 

Pour arriver à une forme invariante il suffira d’astreindre la fonc- 
tion U à être elle-même invariante, et de remplacer le facteur diffé- 
rentiel /Zmds* par le facteur correspondant déduit de la considéra- 
tion de l’énergie cinétique invariante. L’expression de ® définie par 
l’équation (24) est une forme quadratique des dérivées des coordon- 
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nées a’, y’, 3’. En remplaçant ces dérivées par les différentielles cor- 
respondantes, nous obtenons une forme quadratique de différen- 

tielles ®(dz). | 
Nous poserons : 
do 2% (dz), 


et nous substituerons à l’intégrale de Jacobi l'intégrale 


Py 
(41) : B= V2(U +h) do. 


Pi 


L'intégrale B est entièrement indépendante du système de réfé- 
rence. Nous lui donnerons le nom d’action invariante. - 

L'élément d’intégrale étant exprimé à l’aide des coordonnées et de 
leurs différentielles, les conditions de minimum s’obtiennent en éga- 
lant à zéro la variation première TE 


(42) D [43% WATT de) — F(a + 75 de) [de =o, 


la somme E s'étendant à toutes les coordonnées de l’ensemble mobile. 
Si les variations ox ne sont assujetties à aucune liaison, le coefficient 
de chacune d’elles devra être nul; dans le cas contraire l'équation (42) 
devra être vérifiée en vertu des liaisons. k 

La forme de l'équation (42) subsiste quand on effectue sur les 
variables une transformation quelconque suivant la méthode de 
Lagrange. 

Introduisons maintenant un paramètre ¢ défini par la formule 

do 


43 di sims 
ip V2(U +A) 


La variable ¢ est un invariant du groupe de relativité. Prenons-la 
comme variable indépendante et reconstituons de nouveau avec cette 
variable la forme de dérivées ®, dans laquelle la variable indépen- 
dante a été jusqu'ici laissée indéfinie 


AA MARI TN 


L'équation (42) se ramène alors à la forme ordinaire des équations 


DE D 
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de Lagrange quand on divisa tous les termes par d/ 


N d Jo OW OU 
ded | A000) .04-. Om 


x 


(49) Ou 


Sei 


Nous donnerons à cette variable ¢ le nom de temps propre de 
l'ensemble mobile. 

On peut considérer le temps propre comme une variable canonique, 
permettant de ramener a la forme de Lagrange les équations différen- 
tielles qui correspondent au minimum de l’action invariante. Nous 
ne pouvons pas a priori affirmer que cette variable ait un rapport 
défini avec le temps de la mécanique classique. 


20. Propriétés de l'action invariante. — L'action invariante ne 
définit pas le mouvement par rapport à un système de référence, elle 
détermine seulement la déformation de l’ensemble. 

Les équations différentielles déduites de l'équation (45) sont en 
effet toujours en nombre inférieur à celui des coordonnées indépen- 
dantes. 

Si l’ensemble est entièrement libre et comprend » éléments, les 
coordonnées indépendantes sont au nombre de 3n et le nombre des 
equations déduites de (45) est aussi égal à 3n. Mais, en vertu de 
Vinvariance de la fonction U et de la forme ®, ces équations peuvent 
s'exprimer à l'aide des invariants du groupe et de leurs dérivées. Le 
nombre des invariants indépendants étant égal à 3n—6, celui des 
équations différentielles indépendantes devra également se réduire 
à 3n — 6. 

IL est d’ailleurs facile de vérifier qu'il existe entre ces équations 
différentielles six relations identiques. En effet, s'il existe des liaisons, 
ces liaisons elles-mêmes devront s'exprimer par des relations inva- 
riantes par rapport au groupe de relativité. On pourra donc dans 
l'équation (45) donner aux variations 6a; les valeurs particulières qui 
correspondent aux variations infiniment petites dues à la variation 
des paramètres du groupe. 

Posons, en conséquence, 


OLi= Eni dan, 
N à 
et supprimons le facteur commun od). 
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Nous poserons, en outre, 


et nous remarquons que l’on a 
Rappelant enfin les notations de la théorie des groupes : 
Dae = XH(U), 


0 , oD _ 
2(tu se an Er )= X2(®), 


Eu so = Dil), 


nous déduisons de l’équation (45) le résultat suivant : 


(46) À Di(®) —Xn(®) — Xi(U) =o. 


Or ce résultat se réduit à une identité en vertu de l’invariance de ® et 
de U. | 

Les identités (46) sont au nombre de six, correspondant aux six 
transformations infinitésimales du groupe. 

L'existence de ces relations identiques met en évidenée un des 
caractères essentiels du principe de relativité. Une loi de mouvement 
compatible avec le principe de relativité ne définit pas complètement 
tous les aspects du phénomène rapporté à un système de référence 
particulier. Elle détermine seulement les propriétés communes qui 
subsistent quel que soit le système de référence. 


21. Cas du système de référence principal. — Considérons un mou- 
vement satisfaisant au principe de la moindre action sous la forme 
jacobienne, la fonction U étant supposée invariante par les transfor- 
mations du groupe. 

En désignant par dS? la forme de différentielles Xmds? et en pre- 


ie] Coe COR eee 
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. nant pour variable indépendante la variable ¢ définie par l’égalité 


a= Fois 
V2(U +h) 


on met sous la forme de Lagrange les équations différentielles défi- 
nissant le minimum : 


yf ot), 
dt 0x' Ox Ox a ee 


Une transformation analogue à celle qui nous a donné l'identité (46) 
nous donne ici l’équation 


(47) À DT) — Ka CT) — Xa(U) = 0, 


T étant un invariant du prolongement statique, on a 
X,(T) =O, 


mais la transformée D,(T) n’est pas identiquement nulle. 
Tenant compte de l’invariance de U, l’équation (47) se réduit donca 


(48) EDT) = 0: 


On en tire, en désignant par c, une constante arbitraire, 
(49) D,(T) = Che 


Supposons qu’a un instant quelconque du mouvement on ait 
D,(T) =o; en vertu de l'équation (49) la même condition subsistera 
pendant toute la durée du mouvement. Si elle a lieu, pour toutes les 
valeurs de A, le système de référence considéré appartient au solide 
de référence principal. 

Dans ce cas l'énergie cinétique relative est équivalente à l'énergie 
cinétique invariante et il en est de même des actions À et B. 

Nous arrivons donc à l'importante proposition suivante : 


Si le principe de la moindre action, sous la forme invariante s'applique 


au mouvement d'un ensemble, il existe un solide de référence tel que le 


mouvement rapporté à ce solide satis faut également au principe de la 
Ann. Ec. Norm., (3), L. — Juin 1933. 21 
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moindre action sous la forme jacobienne, avec la condition que les six 
constantes d'intégration des quantités de mouvement et des moments 
cinétiques soient nulles. . 


La réciproque a également lieu : 


Si le principe de la moindre action sous la forme jacobienne est 
applicable, avec la condition énoncée pour les constantes, il s applique 
également sous la forme invariante, valable quel que soit le système de 
référence. 


V. — Application à 1’Univers réel. 


22. La proposition que nous avons obtenue au chapitre précédent 
est en relation évidente avec les caractères généraux des mouvements 
observés dans l’univers réel. 

Dans les limites de nos constatations, le principe de la moindre 
action sous la forme jacobienne s'applique aux mouvements des astres, 
- rapportés au système de référence de la Mécanique céleste. 

Mais, si nous nous bornons au système solaire, nous constatons que 
le solide principal de l’ensemble esten rotation par rapport au système 
de référence auquel s'applique le principe de la moindre action. 

Si au contraire nous étendons de plus en plus le domaine de nos 
observations, nous devons tenir compte du fait que la rotation du sys- 
tème de référence par rapport aux astres éloignés est pratiquement 
nulle. 

Nous sommes donc amenés à rechercher s’il n’y a pas coincidence 
entre le système de référence de la Mécanique céleste et le solide prin- 
cipal de cet ensemble trés étendu, embrassant une portion de plus en 
plus considérable de |'univers observable. 


23. Rotation. — Prenons un des trièdres de référence de la Méca- 
nique céleste et considérons la matière intérieure à une surface con- 
vexe 2’ de dimensions aussi grandes qu’on le voudra dans toutes les 
directions. 

Nous supposerons qu’à l'instant considéré l’origine des coordonnées 
coincide avec le centre de gravité de l’ensemble et que les axes de 
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coordonnées soient les axes principaux d'inertie. Le temps t sera celui 
de la Mécanique céleste. 

L'expression de l’énergie d'entrainement @ définie par la formule 
(23) prendra alors la forme suivante, où M désigne la masse totale et 
A, B, C les moments d'inertie principaux : 


T2 + T2 + T2 HET: 2 
M ALT D à) 


(50) Q— (+ + + 


Les composantes de la rotation du système de référence, par rapport 
au solide principal, deviennent par les formules (26) : 


On a, d’ailleurs, 
ds d 
T= Dre sd) 


ou, en prenant des coordonnées soiré e et 6 dans le plan YOZ, 
, ao 
ii Sno rr 
L’observation révèle que, pour les astres très éloignés, la vitesse angu- 


laire apparente — a? est négligeable, et qu'elle n’a une valeur sensible 


que pour les ie rapprochés. 

Décomposons, d’après cela, l’ensemble total en deux portions par 
une surface intérieure &, homothétique à & par rapport à l’origine. 
Nous désignerons par E, la portion intérieure à Z, et, par E, la portion 
comprise entre &, et Z. | 

Le moment d'inertie total A se trouvera lui-même décomposé en 
deux parties correspondantes A, et A. 

Nous supposerons la surface £, assez étendue pour que la vitesse 
angulaire des éléments compris entre Z, et 2, soit inférieure à un 
Seabee e, tandis qu’à l’intérieur de Z, cette vitesse angulaire admette 
une valeur moyenne « telle que l’on ait 
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le symbole Z’ désignant une somme étendue à tous les éléments de 
l’ensemble intérieurs à 2’. 


On aura, dans ces conditions, À 
IT, |< A,w + Age, 
d'où 
5 6) = Dee a 
(51) IPI<jel> 


Lesdeux termes du second membre prennent des valeurs trés petites, 


va A s 
le premier à cause du facteur - et le second à cause du facteur €. 


Il n’est pas possible de calculer pour ces nombres des valeurs pré- 
cises, mais on peut se faire une idée de l'ordre de petitesse que peut 


atteindre le rapport a en observant que, pour une répartition uniforme 


de la matière, le rapport des moments d'inertie est égal à la cinquième 
puissance du rapport d’homothétie. Par exemple si l’on prend pour , 
une sphère dont le rayon soit égal à une année de lumière et pour & 


une autre Rae de rayon mille fois plus grand, le rapport = At serait 


de l'ordre —=+ L'observation de la répartition des astres nous permet 


de eee que la limite définie par l’inégalité (51) est de l’ordre des 
erreurs d’observation, et qu'on peut la considérer comme pratique- 
ment nulle. 

Ainsi la coincidence d'orientation entre le solide seta de l’en- 
semble et le solide de référence de la mécanique classique se trouve 
vérifiée par la discussion des observations. Les deux solides ne peuvent 
différer que par une translation. 


24. Translation. — Les équations du mouvement de la Mécanique 
céleste étant mises sous la forme 
2 dx, __ AU 
‘ dû dx; 


se conservent identiquement lorsqu'on fait subir aux axes de coordon- 
nées une translation rectiligne et uniforme, la fonction U restant elle- 
même inaltérée par une translation. 
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Il y a donc un ensemble de solides de référence définis par cette 
relation. Parmi ces solides il y en a un qui se trouve lié invariablement 
au centre de gravité. 

C’est le solide principal de référence de l’ensemble. 


25. Forme invariante de la loi de gravitation. — Les équations du 
mouvement admettent l'intégrale des forces vives 
IN CEE 
La" (Zi) =U+h, 
La constante / varie suivant le mouvement de translation uniforme 


du solide de référence. Nous désignerons par À, celle qui correspond 
au solide principal. 


Le mouvement par rapport au solide principal sera alors défini par les 
conditions de minimum de l'intégrale 


f vac + hy) Vim ds? 


jointes aux conditions initiales relatives aux quantités de mouvement et 
aux moments cinétiques. 
Et, d’autre part, les conditions de minimum de l'intégrale invariante 


[Va0+ hyde 


exprimeront les propriétés communes à toutes les formes du méme mouve- 
ment, rapporté a des systémes de référence arbitrairement mobiles, se 
déduisant les uns des autres par des mouvements euclidiens. 


En d’autres termes, le principe de la moindre action sous la forme 
invariante définit la déformation continue de l’ensemble quels que 
soient les axes auxquels il est rapporté. 

Sous cette forme le caractère invariant du résultat est tout intuitif. 

Le temps canonique de la Mécanique céleste défini par la formule 


dans le mouvement rapporté, au solide principal, et le temps défini 
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semblablement par la formule invariante 


4 ds 
oa rr ey 2 


sont identiques. 


26. Forme de la fonction U. —.Nous n avons fait jusqu'ici sur la 
fonction U aucune hypothèse en dehors de l'invariance par rapport au 
groupe euclidien. 

En vertu de cette invariance la fonction ne peut dépendre que des 
distances mutuelles des éléments. 

Pour retrouver complétementles résultats de la mécanique classique, 


il suffit de prendre 
; > SL 
Unf » Se 


/ désignant un coefficient constant, m;. m, les masses de deux élé- 
ments, «, leur distance. 

Le coefficient / est arbitraire; une variation de cette constante 
correspond à un changement dans les unités de temps ou de masse. 

En tenant compte de cette variation et du changement d'origine, on 
vérifie que toutes les déterminations possibles du temps invariant sont 
des fonctions linéaires de l’une quelconque d’entre elles. 

La forme de la fonction U n’est pas basée uniquement sur les résul- 
tats de l’observation. 

On trouvera dans les Principes mathématiques de la Théorte de la Gravi- 
tation des propriétés théoriques qui la distinguent de toutes les autres. 

On peut y ajouter encore les suivantes ; 


1° La fonction U admet le groupe symétrique des substitutions des 
éléments. 

2° Le système des équations aux dérivées partielles définissant la 
fonction U, 

AUS-d1r }U 
ACU)= = + — +o =o. 
Ox? Oy? Os; 

admet lui-même le groupe des transformations euclidiennes. 


27. Caractère synthétique de la loi de gravitation. — Dans le calcul 
de la fonction U comme dans celui de V’invariant différentiel ds on doit 
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considérer en principe tous les éléments matériels composant l'univers 
observable. 

La loi de gravitation exprime donc une propriété synthétique s’appli- 
quant à l’ensemble de l’univers observable et non une résultante 
d'actions individuelles séparées et indépendantes. Le point de vue 
synthétique de la théorie de la relativité s’oppose ainsi au point de vue 
analytique de la mécanique classique. Cependant une discussion atten- 
tive aurait également conduit la mécanique de Newton au concept 
synthétique. 

Les équations du mouvement par rapport au solide principal sontde 
la même forme que celles du mouvement absolu de la mécanique clas- 
sique 

dx. "OÙ 


D 
à dt? ‘Ox; 


Elles contiennent au second membre des termes dépendant de tous les 


éléments, méme les plus éloignés. Mais ces termes y figurent sous la 
forme additive, de sorte que l’influence de l’ensemble sur le mouve- 
ment de l’un des éléments semble se présenter comme une résultante 
d'actions individuelles, qui sont uniquement des actions d’accéléra- 
tions. Chacune de ces actions aurait son existence propre et se trouve- 
rait définie indépendamment des autres. Si l’on adjoignait d’autres 
éléments à l’ensemble, la seule modification des équations serait 
l'addition de nouveaux termes au second membre. 

Ces remarques justifient en apparence le point de vue de la meca- 
nique classique. 

Mais observons maintenant que le système de référence est défini 
par les propriétés de l’ensemble lui-même et qu’il en est de même du 
temps, et que d'autre part le solide principal d’une fraction d'un 
ensemble diffère en principe de celui de l’ensemble total. 

Nous en conclurons que l'addition de nouveaux éléments aurait 
pour effet de changer le solide de référence et le temps auxquels se 
rapporte la forme canonique des équations du mouvement. 

Cette variation du solide de référence présente un caractère essen- 
tiellement synthétique par rapport à l'ensemble. 

En fait dans la mécanique classique les astres éloignés servent pour 
la détermination du système de référence et du temps et les astres 
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rapprochés pour le calcul de l'accélération. On obtient ainsi une 
représentation approchée du mouvement rapporté à un système de 
référence canonique. ? 

Le nombre des éléments qui interviennent dans les observations et 
dans les calculs effectifs est nécessairement limité; ces éléments sont 
choisis de manière à approcher le plus possible des résultats théoriques. 

Le caractère synthétique de la gravitation, le fait qu'il est impossible 
de la considérer comme une superposition d’effets semblables, mais 
distincts et d'origines diverses, rend peu probable l’existence d’une 
propagation du phénomène. 


28. Relation entre la théorie classique et la théorie déduite du principe 
de la relativité. 


Il existe une différence profonde, du point de vue des principes, 
entre la théorie classique et la théorie relativiste de la gravitation. 
Nous venons de signaler le caractère analytique de l’une et le carac- 
tère synthétique de l’autre. 

Mais avec des points de départ différents elles aboutissent à des 
résultats identiques, en ce sens que les propriétés définies par la loi 
invariante se retrouvent, associées à d’autres propriétés spéciales dues 
au système de référence, dans le mouvement que la mécanique clas- 
sique qualifie de mouvement absolu. 

Nous n’aboutissons donc pas à une loi nouvelle, nous dégageons 
simplement des circonstances accessoires les caractères physiques 
proprement dits que la mécanique classique nous présente noyés dans 
des contingences étrangères au fait essentiel. 

La loi de l'attraction inversement proportionnelle au carré de la 
distance avait paru, au début, absurde à Newton lui-même, qui se 
refusait à y voir autre chose qu'une apparence inexpliquée. Les objec- 
tions de la théorie de la relativité seraient d’un autre ordre. La loi 
d'action mutuelle à distance paraît dénuée de sens en tant que réalité 
physique, mais l'existence de systèmes de référence, pour lesquels il 
existe une apparence d’actions mutuelles est un fait de nécessité 
logique. 

L'existence du solide de référence principal explique ainsi certaines 
singularités des principes de la mécanique classique. 
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La notion de force n’est pas intervenue dans nos recherches. Cette 
notion paraît être surtout d’origine statique. Comme nous avions pour 
but d’exprimer sous forme invariante une loi de mouvement, nous 
n’avons pas eu à nous en occuper. 

Au point de vue formel la notion de force telle qu’elle intervient en 
mécanique classique ne présente rien d’illogique. Au point de vue de 
la relativité elle ne correspond pas à un invariant. 

La définition de la force se rattache au principe de l’inertie; mais 
le principe de l’inertie ne se sépare pas de la loi de gravitation. 

La solidarité des éléments de l’univers se manifeste dans un mouve- 
ment rectiligne et uniforme aussi bien que dans tout autre mouvement, 
si l’on observe que le système de référence et le temps se trouvent 
définis par l’ensemble de ces éléments. 

Le principe de la moindre action sous la forme invariaute résume à 
la fois le principe de l’inertie et la loi de gravitation. Si la fonction U 
se réduisait à une constante, tous les mouvements des éléments par 
rapport au solide principal seraient rectilignes et uniformes. Mais un 
univers ainsi constitué serait un univers instable ('). 

Parmi les propriétés qui caractérisent la forme newtonienne de la 
fonction U se trouve en effet celle de n’être pas incompatible avec la 
stabilité de l’ensemble. 


(1) Principes mathématiques de la Théorie de la Gravitation, p. 53. 
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LES FONCTIONS MÉROMORPHES 


LIMITES DE FRACTIONS RATIONNELLES À TERMES ENTRELACÉS 


Par M. Paut MONTEL 


SOS 


1. Rappelons la définition des fractions rationnelles à termes entre- 
lacés sur une courbe et quelques-unes de leurs propriétés ('). 

On dit qu’une fraction rationnelle a ses termes entrelacés sur une 
courbe fermée lorsque ses zéros et ses pôles sont simples, situés sur 
cette courbe et placés de manière que l’on rencontre alternativement 
un zéro et un pôle lorsqu'on parcourt la courbe dans un sens déter- 
miné. Nous nous bornerons dans ce travail au cas où la courbe est une 
droite que l’on peut toujours supposer être l'axe des quantités réelles, 
ou le demi-axe des quantités réelles et positives dans le plan de la 
variable complexe 3 =x + ly. 

Soit donc 


bys? DEEE... + 0,5 + On 
Ms Aye et Ane Ar 


(== 


une fraction tationnelle à termes entrelacés sur l’axe réel. Nous dési- 
gnerons par &;, %», --. Uni B,, Bo, ..., B, ses pôles et ses zéros qui 
sont distincts, réels et alternent sur l’axe des x; on peut supposer que 
les coefficients a, et b, sont réels et l’on peut écrire, si a) #0, 

A, ea 


SET ; 
3 — @; F3 — Oy 3 — An 


R(z) = A + 


a ae ie ee Pts ee US CT Se 


(1) Cf. Paul MonTEL, Sur les fractions rationnelles à termes entrelacés (Mathematica, 
vol. V, 1931, p. 110-129). 
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les nombres A; sont tous de même signe; réciproquement, toute frac- 
tion de cette forme a ses termes entrelacés. 

Cette fraction constitue une extension de la fonction homogra- 
phique; elle est toujours croissante ou toujours décroissante, suivant 
que les A; sont négatifs ou positifs; elle transforme en eux-mêmes ou 
permute entre eux les demi-plans y >o et y <o; sa dérivée ne 
s’annule pour aucune valeur réelle de la variable. Pour qu’une fraction 
rationnelle ait ses termes entrelacés, il faut et il suffit que la frac- 
tion R(z) — ait ses zéros réels quel que soit le nombre réel À. 


Lorsque a, est nul, la fraction se met sous la forme 
Dame. et, 


oy & — Ans 


R(z)— À — Bz + 


les nombres A; et B étant de même signe. 


Les substitutions 
3 —=R(z:) 


forment un groupe; en d’autres termes, si R(z) et S(z) sont des frac- 
tions rationnelles à termes entrelacés, la fraction R[ S(z)fest à termes 
entrelacés. 

On peut exprimer que la fraction rationnelle a ses termes entrelacés 
au moyen de 7 inégalités relatives aux coefficients a, et b,. Écrivons le 
déterminant de Sylvester relatif aux polynomes placés au numérateur 
et au dénominateur de R(3) : 


PARC ANR bin 0-0 0 
By 20 ee a 0 0 LE MO 
ag Sigh! ier PORT Re 

OPT Gy Rays. AS eS Uta 0 

OS CU 

OO, 

oO ca) Oo eee by b, b, b, soe bn 
(a) (e) Oo © ar Ay ay, Ag Ag Pio.” Bp 


et désignons par A, le déterminant formé par les termes placés dans 
les 2k premières lignes et les 24 premières colonnes. Les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que R(z) ait ses termes entrelacés 


dents. 
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sont 
Amir tt Ak oO 


en supposant A, positif, ce que l’on peut toujours obtenir en rempla- 
cant au besoin R(z) par — R(3). 

Ces conditions se déduisent aisément de celles que j’ai données 
précédemment ('). 

Voici une autre propriété relative à la transformation 3, —R(z). 


Désignons par 
ds 
L= ro 
2212) 


la distance non euclidienne de deux points A et B situés dans le même 


demi-plan, par 
# ds 
À 2 | 


bees 
la distance non euclidienne de leurs points homologues A, et B,, les 
intégrales étant calculées sur des arcs de cercles orthogonaux à l'axe 
réel. Siz se déplace sur cet arc, 3, se déplace sur une courbe dont on 
désignera l'arc par 5. Or, ona 


n x n Ai | 
es ee ae US ils pe 
Lie ar Doar ls 
i= t= 
de ds 


donc ——< ©, l’égalité ne pouvant avoir lieu que si R(z) est homo- 
| JA | = | y | ro) P q ( 
graphique. Donc 


do 


ase: 


ds 
EE 


ive 


. 2. Soit f(s) une fonction définie dans tout le plan; supposons 
qu’elle soit limite de fractions rationnelles R, (3) à termes entrelacés : 
cela signifie que, dans tout domaine borné, la suite R,(3) converge 
uniformément vers /(3), la convergence uniforme autour d'un pôle 


étant définie comme d'habitude par la convergence uniforme vers iw 
* de la suite HE : f(z) est méromorphe dans tout le plan ouvert. Les 


RE ee eee ee ee ee, TE 
(1) Loc. cit., p. 119. 


TEL. 
174 PAUL MONTE 


pôles a; de /(z) sont alors tous réels puisque chacun d’eux est la limite 
d’une suite de pôles «” de R,(3); ces pôles sont simples, car, si a; était 
un pôle multiple de /(3), il y aurait dans le voisinage de ce point deux 
pôles au moins de R,(z) pour n assez grand; soient a;" et a)", ces 
deux poles; entre ces deux points, il y a un zéro Bde R,,(z) : a serait 
done aussi un point d’accumulation des zéros de R,(3), ce qui est 
impossible puisque la convergence est uniforme en «;. De même, les 
zéros 3; de f(z) sont simples et réels; et il en est de même des zéros 
de f(z) — A, quel que soit le nombre réel /. Les zéros 8; séparent les 
pôles a; et, plus généralement, les zéros de f(s) —A séparent les zéros 
de f(z)—h! si h et h’ sont deux nombres réels différents. 

Ainsi, la fonction méromorphe f(z) a des pôles et des zéros 
simples et réels que l’on rencontre alternativement en parcourant 
l'axe réel. Nous dirons que c’est une fonction méromorphe à termes 
entrelacés. Mais toute fonction méromorphe à termes entrelacés n’est 
pas nécessairement limite de fractions à termes entrelacés; par 
exemple, la fonction ztangz est à termes entrelacés, mais, elle n’est 
pas limite de fractions à termes entrelacés, car elle prend une valeur 
réelle pour z = vy. 

Toute fonction f(z) limite de fractions à termes entrelacés trans- 
forme en lui-même l’axe réel et ne prend de valeur réelle que sur cet 
axe. Cette propriété caractérise-t-elle les fonctions méromorphes /(s) 
de l’espèce considérée ? J'avais cru pouvoir affirmer que cette condition 
n’est pas suffisante, mais ce point appelle de nouvelles recherches. 


3. Déterminons la forme des fonctions f(s). Soit A; le résidu 
relatif à «;, ces résidus étant rangés par ordre de modules non décrois- 
sants; ce nombre est la limite du résidu Aj” relatif au pôle «\” de R, (3) 
qui tend vers &;, comme on le voit aussitôt en calculant l'intégrale de 
Cauchy de R,(z:) et celle de f(s) étendues à une petite circonférence 
de centre «;. Comme f(z) a tous ses résidus de même signe, il en sera 
de même pour R,(3) lorsque n est assez grand; nous les supposerons, 


par exemple, tous positifs. Enfin, pour nous placer dans le cas le plus 
général, nous écrirons 


ES TR 
‘ + 
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les nombres A” et B, étant positifs ou nuls, et les nombres A, et x! 
réels. Le nombre 


I 
; Ave 
AL EEE Bu > [ane 
tt 
a pour limite /’(o) si, ce qu’on peut toujours supposer, /(z) est régu- 
lière à l’origine; le second membre est donc borné et l’on peut 
écrire | 


AW) 
Dap M 


3 ! 
TN 


M désignant un nombre fixe. Écrivons alors 


a 


[71 
AYO Aw 
BR, (s)= Au SoS oe B,+ >) aa 
mi ) " . all) n fonte 
1—=1 11 
Mt 
Wh I “5 A 
ap LUE Cu 
Les deux premiers termes forment | 


R,(o) +R, (0) 
et ont pour limite 


flo) + sf (0): 
le dernier peut s’écrire 
vt JE B 11) H 
AD I ; i 
=, — i = z? ——— avec Dit M. 
La lise 3 — a 
tel i 


j= 


P 
: AMO 
Slim Sy os M 
a; n= @ ‘ [ a’; fis 
iA t=) 
Posons 
Aj 


B= 33 
12% His 
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la fonction 


rn(%) uy L EPS 


3 — a" 
= 


converge uniformément vers la fonction méromorphe 


r= Dena 


= 


Soit, en effet, z, un point du plan distinct des points à; et traçons un 
petit cercle (y) de centre z, et de rayon r. Prenons n assez grand pour 
qu'aucun des a,” ne soit intérieur à (y). Considérons un cercle con- 


centrique (T°), de rayon R, tel que R—r=—-;e étant un nombre arbi- 
trairement petit. Soient «,,%:, ...,«, tous les pôles de /(z)intérieurs 
à (T), en changeant au besoin leurs indices; on a, si z est intérieur 


à (y), 


P : no 
Eve z B; B; 
p(z)— , 
a— @; 3 — A; 
41 i=p+1 


avec 


i=p+1 


Prenons » assez grand pour que R,(:) n’ait dans (T°) que les pôles 
(2) (a) ( sa; A 
G's Hy -.., ,” Voisins de a,, a, ..., &,. On aura de même 


P 


oe 
Bye Bye 
AOE DS = mm + À His : T0) ? 
&— a; Fak” 


t=1 * i=p+t 


le second terme ayant aussi un module inférieur à ¢, D'autre part, la 


différence 
D B; Bt 
pi i 
E mt ".Ÿ: 3— | 


a 


r= 


a pour limite zéro lorsque, 3 restant dans (y), le nombre n croît indé- 
finiment; on peut donc choisir un entier N tel que l'inégalité n > N 


Da D LÉ à: 
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ait pour conséquence que le module de cette différence soit inférieur 
à €. On aura alors, pour nr > N, 


19(3) — ra(s) |< de. 


La convergence est uniforme dans (y). Si 3, coincide avec un 
pôle «;, il suffit de supprimer dans les calculs précédents le terme 
relatif à a; et celui relatif à a,” pour obtenir le même résultat, car 

BY 


i ot) 


converge uniformément dans (y) vers 


Bi 


. 
3 — A 


On peut donc écrire 


Es 
f(s)=f(o) +3 f'(0) + sy, naar 


LE | 


et, comme 


fa) = flo) +[ £0) + 3 | Saf. re]: 


= 


D'ailleurs, l'inégalité 


entraine À 
f (0) + peas 
Ainsi, f(z) est de la forme 


À = I I 
f(s) =A—Bszs +yYal > 4. =|; 


LA 


; , fs cr ite 
les nombres A; et B ayant le même signe et la série ps 2 étant conver- 
t 
t=1 
gente. Réciproquement, toute fonction de cette forme est limite des 
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fractions à termes entrelacés 
n 


I 
R:(G)=A— B+ Das +3), 


Li 


ou 

a 

Ai 
R,(z) = An— Bs + D — iy 

Fi 

avec 
"Te 
A,=A— ai 


i=1 
On peut donc énoncer le théoréme suivant : 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction méro- 
morphe soit limite de fractions rationnelles à termes entrelacés est qu’elle 


soit de la forme 
I 
A = mA, [= +il 


t=} 


les nombres A, A;, B, à; étant réels, les nombres B et A; de même signe, et 


He, 
la série pe — étant convergente. 


1=1 


On peut DER la convergence uniforme dans un petit cercle 
de centre 3 = o entraine la convergence uniforme autour de tout point 
complexe et même autour de tout point réel qui n’est pas limite des 


BY? 
Cn) 


points «,"’, car les fonctions Sie ae sont bornées autour de ce point. 


Montrons que le rapport 1) a pour limite — B lorsque = s'éloigne 
indéfiniment en restant dans l’angle de sommet origine dont les côtés 
ont pour arguments 0 et x —0 ou dans son opposé, 0 désignant un 
nombre positif arbitrairement petit. Il suffit de montrer que le quotient 
du dernier terme par sa pour limite zéro; or 


© A, de 
yale — aj a 5-2; a 


i "1 LE + | 


Prenons p assez grand pour que 


FR PERTE 
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et écrivons 
æ P œ 
> Bia; =Y Bia; * D Bia; 
: & — X; 3 — Aj 8 — Qi 
: He | f t=4 i=p+1 

Comme 
ai I 

z —a;|* sin’ 


. RAT N E . 
le module du second terme est inférieur ’——- Le premier a pour 


. . , I . ARE: . 
limite zéro avec -, il est donc en module inférieur à € pour |z|>R. 


Par conséquent, pour |z|>R, 


i) 
> Bia; 
Bo By 


i=>1 


/ I 
<e(s =a)’ 


—B est la dérivée angulaire de f(z); c’est aussi la limite de /’(z). 
Par exemple, la fonction tangs est du type considéré; au contraire 
f(é) 
tee 


la fonction e*tangz n’appartient pas à ce type puisque le rappor 
ne tend pas vers une limite unique lorsque z s'éloigne indéfiniment 
dans les angles indiqués. 


4. Placons-nous dans le cas où les fractions rationnelles sont a 
termes entrelacés avec des pôles tous positifs. On voit aisément qu'une 
telle fraction est nécessairement de la forme 


— À >) 2 an 


ta 


les nombres à; étant positifs et les nombres A et A; de même signe, ou 
de la forme 


en supposant À; positif, et B positif ou nul. 
Soit f(s) une fonction méromorphe limite de fractions à termes 
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entrelacés et à pôles positifs; admettons qu’elle soit régulière a lori- 
gine, ce qu'on peut toujours obtenir par une translation des axes. 
Supposons d’abord que /(:) soit limite des fractions du premier 


type : 
fs AW 
Ras) =— Ag+ os 


s— a 


i= 


Nous pouvons admettre que tous les A;" et les A, soient positifs. 


n 
AL 
[A 
R,(0) =— A, — > a? 
y fon 


a pour limite f(o). Donc 


On en déduit comme précédemment que la série 


æ 


Ai 


a; 
i=1 


est convergente et que /(s) est de la forme 


Réciproquement, toute fonction de cette forme est limite des fractions 


Ai 


. 
a= a 


R,(:)=— A LS 


t=1 


Donc : 


La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction méro- 
morphe soit limite de fractions rationnelles du premier type à termes 
entrelacés et à pôles positifs est qu’elle soit de la forme 


æ 


nee any 5 AL, 


‘= 


A AT 
pd dé das 
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les nombres a; étant positifs, les nombres A; et A réels et de même signe, 


[ee À; 
et la série à, — étant convergente. 
i 
i=1 


On verrait de même que les fractions du second type conduisent à 
des fonctions de la forme 


I I 
A — Bz +>] - ie =| 


a; étant positif, A, B, A; de même signe et la série Des! conver- 
a; 


gente. 
Une fonction est du premier type ou du second suivant que les 
zéros suivent les pôles ou inversement. 


5. Donnons quelques applications des résultats précédents. Si 


nous supposons A;—1, la fonction méromorphe /(z) est la dérivée 
logarithmique d’une fonction entière g(3). 


o! 


Ble 
limite de fractions à termes entrelacés à résidus entiers pour les- 


quelles le coefficient — B, du terme en z est nul. Réciproquement, 
si f(z) est limite de telles fractions, g(z) est limite de polynomes 
à zéros réels. Donc, f(z) est de la forme 


“Da Bet 3 [a+ z| (2, 


t=4 


à est 


Si g(z) est limite de polynomes à zéros réels, f(s) =? 


la série DE étant convergente, les à; n’étant plus nécessairement 


tous diférents: 
Réciproquement, une fonction méromorphe de la forme précédente 
est limite des fractions rationnelles 


I I I I 
R,(s)=A+2 ya nl Blea al 


du type considéré. On peut donc écrire 


Bs? 


etal ee “2 G,(s), 
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G,(z) désignant une fonction entière de genre un à zéros et à coeffi- 


cients réels. C’est un résultat connu ('). ne 

De même, pour qu’une fonction entière g(z) soit limite de polynomes 
à zéros positifs, iJ faut et il suffit que ce soit limite de fractions à 
termes entrelacés à pôles positifs, à résidus entiers et du premier 
type. Cette fonction méromorphe est alors de la forme 


I 
DER. HER De (A 20), 
ed | 
i=4 


la série > ~ étant convergente. Réciproquement, une fonction méro- 
aj 
dei 


morphe de cette forme est limite des fractions du premier type 


I 


R,(s) =— fey» 


+ | 


. 
Æ =); 


Par conséquent g(z) est de la forme 
g(s)=e MG(z)  (A2o). 


G,(s) désignant une fonction entière de genre zéro dont tous les 
zéros sont positifs. | 

On peut remarquer que la convergence uniforme autour du 
point 3 =o entraîne la convergence uniforme dans toute plan. 


6. Considérons une expression de la forme 


by + OS ot Ons" +... 
do + a5 Ha ee 


nous dirons qu’elle est convergente dans un cercle de centre origine 
+ POS EE TRE SE à SAS A MR SL tn die 


(1) Œuvres de Laguerre, t. 1, p. 174. — G. Potya, Ueber Annäherung durch Polynome 
mit lauter reellen Wurzeln (Rendiconti del. Circ. Mat. di Palermo, t. XXXVI, 1913, 
p. 279). — P. Montrez, Sur les familles normales de fonctions analytiques ( Annales sc. 
de l’École Normale supérieure, t, 33, 1916, p. 279). 


ENT ET ASE 


ANRT 
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si la suite des fractions rationnelles 


D, + b,z3+...+ st 


—————— = R, (8 
Ay + A435 +...+ ans" n (3) 


converge uniformément dans ce cercle. 
Supposons que les fractions R,,(z) Soient à termes entrelacés. Alors, 


les polynomes 
P,(:) a, #43 LE... ane", 


Qn(4) = 0, + db, +.. DS a 
ont leurs zéros réels; on en déduit que les séries 


didier + 
by+bis+.. + bist+..., 


‘ représentent des fonctions entières de genre au plus égal à un ('). Par 


conséquent, la fraction R,(z) converge uniformément dans tout le 
plan vers une fonction méromorphe nécessairement de la forme 


= I I 
A — Bz +a) re =| 


t= 


la série ve + étant convergente. 


n'y a fee de difficultés pour les points z où les polynomes P,(3) 
et Q,(z3) convergeraient l’un et l’autre vers zéro à condition de prendre 
comme limite du quotient R,(s) le quotient simplifié des limites 
de P,,(=) et de Q,(z); mais la convergence n’est pas uniforme en ces 


points. 
Le résultat demeure le même si une suite infinie de fonctions R,(z), 
correspondant aux valeurs 7, M2, ..., Mis .. . de l’indice, est formée 


de fractions à termes entrelacés, mais le genre de la fonction pourra 
être égal à deux (”). Ainsi : 


S'il existe une infinité de fractions à termes entrelacés parmi les frac- 


tions de la suite 
A+ 3+...+An2! 


Lo : bo + ERO FEY 
(eas ge tol ali ae ela eit eA mA aS RN  — 


(1) Cf. G. Péxya, doc. cit., p. 182. 
(2) Cf. P. MonTEL, loc. cit., p. 182. 
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cette suite converge uniformément, sauf en certains points en nombre 
fini ou en infinité dénombrable, vers une fonction méromorphe de genre 
deux au plus et de la forme : 


I 
A— B+ DLs + 


Si l’on suppose que les fractions R,(z) sont à termes entrelacés 
avec des pôles positifs, on en déduit de même que cette suite converge 
uniformément, sauf en certains points en nombre fini ou en infinité 
dénombrable, vers une fonction méromorphe de genre zéro et de la 


forme 
— À +de — ra 


S'il n’y a qu’une suite partielle infinie extraite de la suite R,(z3) qui 
soit formée de fractions à termes entrelacés sur Oz, le résultat 
demeure le même, mais la fonction limite pourra être du premier type 
ou du second type et de genre zéro ou un. 


7. Désignons par (E) l’ensemble des fonctions méromorphes f(s) 
limites de fractions rationnelles à termes entrelacés sur l’axe réel. 
Si f(s) appartient à cet ensemble, toute transformée homographique 
de f(z) à coefficients constants appartient à (E). Si f,(3) et fa(s) 
appartiennent à (E), la fonction /,[ /.(s)] appartient aussi à (E). 

En particulier, les itérées 


f(s)=sl2), AQAA) ce fol) =f fale), ess 


d’une fonction /(z) de l’ensemble (E) appartiennent à cet ensemble. 

Rappelons les propriétés de la suite des itérées R, (3) d’une fraction 
rationnelle R(z) à termes entrelacés relativement à la distribution de 
ses cycles fixes attractifs et de l’ensemble (&) formé par les points 
fixes CAS et leurs points limites ('). On sait que l’ensemble (6) 


(1) Cf. P. Monrez, Leçons sur les familles normales, etc. Paris, Gauthier-Villars et Cle; 
1927, p. 213. — P. Farou, Sur les substitutions Pitionnellés (Ceinipies rendus de |’ Acad. 


des Sc., t. 165, 1917, p. 992) a introduit les fractions à cercle fondamental, identiques 
aux fractions à termes entrelacés, et étudié leurs itérées 
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est formé par les points autour desquels la famille des fonctions R,(2) 
n’est pas normale. Les fonctions /(z) forment une famille normale 
dans chacun des demi-plans y > o et y < 0, puisqu'elles admettent 
comme valeurs exceptionnelles toutes celles du demi-plan ou de son 
symétrique. Il ne peut donc y avoir qu’un seul point fixe de cycle 
attractif dans chaque demi-plan et l’ensemble (&) est sur l'axe réel. 

S'il existe un point fixe complexe z, d’un cycle attractif, le 
point R(s,) est aussi complexe; alors, ou bien, il est situé dans le 
méme demi-plan que =, et 

R(5o) = 50; 


z, est un point double attractif; ou bien, il est dans l’autre demi-plan 
où se trouve déjà le point fixe z, conjugué de 3, et 
R(%) nr. 


alors 
R;(%0) = 


et z, est un point fixe d’un cycle attractif d'ordre deux. Il ne peut y 
avoir aucun autre point fixe attractif ni réel, ni complexe. Dans l'un. 
des demi-plans, toute suite extraite de la suite R,(s) converge uni- 
formément vers z, et dans l’autre, vers 3. Tous les points de l’axe 
réel appartiennent à (&) et l’ensemble des points répulsifs est partout 
dense sur cet axe. 

S'il existe un point fixe réel a, d’un cycle attractif, toute suite 
extraite de la suite R,(s) converge uniformément vers x» ou 
vers x, —=R(a,) dans chacun des demi-plans et autour de x,, et il ne 
peut y avoir de point fixe complexe, ni d'autre point fixe attractif réel ; 


donc 
Wile ears 


Dans ce cas, le point x, appartient à un intervalle contigu à (&), 
tous les antécédents de cet intervalle sont contigus à (&) et comme, 
autour de chaque point de (6), il y a des antécédents de tout point du 
plan et par conséquent, des intervalles précédents, l’ensemble (6) est 
un ensemble fermé non dense situé sur l’axe réel. 

Enfin, il existe un cas intermédiaire dans lequel il existe un point 
fixe x, réel , indifférent, pour lequel le multiplicateur est + 1. 

Ann. Ec. Norm., (3), L. — Juin 1033. 24 
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Ces résultats sont encore valables pour une fonction méromorphe 
de l’ensemble (E). Il ne peut y avoir que deux points fixes complexes 
conjugués nécessairement attractifs. L'ensemble (&) est toujours 
formé par l'axe réel entier, ou est un ensemble parfait discontinu 
situé sur cet axe. Il ne peut y avoir qu’un seul point fixe réel apparte- 
nant à un cycle attractif d'ordre un, ou un seul point fixe réel indif- 
ferent. Ces résultats se déduisent du fait que. /(3) est limite de 
fractions R(z) et que les zéros de f,(3)—3 ou f,(:) —3 situés a 
distance finie sont limites de zéros de R,(z) — 3 ou de R,(3)—:. On 
peut aussi arriver aux mêmes conclusions en partant de la propriété 
que possède la transformation 3, = R(z) de diminuer la distance non 
euclidienne de deux points d’un même demi-plan. Cette propriété est 
aussi valable pour Ja transformation =, a = f(s ) et se démontre de la 
même manière. 

Donnons un exemple de chacun des différents cas qui peuvent se 
présenter. 


Soit /(3) = tang =; l'équation 


a toutes ses racines réelles, car tang = est limite de la suite des frac- 


CHAT 


tions à termes entrelacés 


et l'équation 
R,(3) = Cie © 


a toutes ses racines réelles. Le point so est un point fixe 


attractif car 
f'(o)= >; 


la suite des itérées de tang - converge vers zéro pour toute valeur 


complexe de 3 et pour toute valeur réelle située dans les intervalles 
contigus à (6). 


+ http 


PRO RE NRC | 
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Soit encore f(z) = tang23; l'équation 
tang23— 3 * 


a deux racines imaginaires de la forme + iy puisqu'elles sont con- 
juguées et opposées. Le nombre y est racine de l'équation 


thay=y 


qui a uné racine y, comprise entre == et 1. Les itérées de tang 23 ont 
2 

pour limite zy, dans le demi-plan supérieur et —zy, dans le demi- 

plan inférieur. L’ensemble (&) comprend l'axe réel tout entier. 


Soit enfin f(s) = tangz; Lo. 


a toutes ses racines réelles; la racine z = o est triple et l’origine est 
un point double indifférent. Il est facile de voir qu’il est attractif pour 
les points de Oy et répulsif pour ceux de Ox. Par exemple, soient vy, 
etiy,+1 deux conséquents consécutifs d’un point de Oy, on a 


Jrui=thyp 


et le développement en série de y, en fonction de y,,, montre que 
3 
Jru< ha 


si ET - Donc, sur un segment de Oy, voisin de O, les itérées 


de pes ge pour limite zéro; pas conséquent, la limite est zéro pour 

tous les points complexes. Il n'y a aucun point de convergence uni- 

forme sur l’axe réel et l’ensemble (&) comprend cet axe tout entier. 
Prenons encore comme exemple la fonction 


AES OMe) 
f(:)= T(z)’ 


T(z) désignant la fonction culérienne de seconde espèce. On sait 
que f(z) est la limite des fractions à termes entrelacés 


I 1 I 
R,(z)= logn —] = ii . 
don Bea a 


43 
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L’équation 

f(s) = 
admet deux racines imaginaires conjuguées « + fr. En effet, l’équa- 
tion 

R,,(3)= 
admet n — 1 racines réelles et négatives, et deux racines imaginaires. 
On peut le voir sur un dessin en remarquant que cette équation 
an+1 racines et que la droite y —x ne peut rencontrer aucune des 
_ branches extrêmes de la courbe y = R,,(x) correspondant à æ< —n 
ou à æ >o. C’est évident pour la première située au-dessus de la 
droite y = logn. Pour la seconde, elle admet une tangente parallèle 
à y =a dont le point de contact a une abscisse 2», racine de l’équation 


: I I I 
Rii(s)= = + > +... + ——— = 
as) 3? (s+1)? (2+n) 


On a, 1<< 2,< 2, et le nombre a, croit avec n, car R,(1) >1 


; ones : Tt? Aie my. 
et R,(2) est inférieur à la somme + —1 de la série >= donc 


n=2 


R,(2)<{1. La tangente au point x, rencontre l’axe des a au point 
d’abscisse 


Zo— R PES 2 RSR eee 
Cent 


i=0 t=1 


car 2) <2 et, comme a, >1, il vient 


n 


I 
Lo — Ry( 2) =» 3 logn, 
4 t=1 
et le second membre tend en décroissant vers la constante d’Euler C 
lorsque » croît indéfiniment. On voit donc que, pour z“positif, la 


courbe y = f(x) est au-dessous d’une tangente parallèle à IF 
dont l’équation est 


y=æx—-cC. 
Comme cet arc de courbe rencontre la droite 


JE TR 
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par exemple, en deux points réels d’abscisses comprises respective- 
ment entre o et 1, et entre 2 et 3, on voit par continuité que la 
droite y= coupe la courbe y = f(x) en deux points imaginaires. 

On en déduit aussitôt que la suite des itérées de f(x) a pour 
limite la constante « + (7 dans l’un des demi-plans séparés par l’axe 
réel et « — fr dans l’autre demi-plan. Ces points sont deux points 
doubles attractifs. Les points fixes répulsifs forment sur l’axe réel un 
ensemble partout dense. 

Au moyen d’une dilatation de x ou de y on obtiendrait aisément 
une fonction pour laquelle la convergence ait lieu dans tout le plan 
vers un nombre réel, sauf pour un ensemble de points parfait discon- 
tinu situé sur l'axe réel; on pourra prendre par exemple 


| LA M2 

ou la courbe homothétique 
Er (2%) 
MO= FEZ) 


Dans le premier cas, par exemple, l’équation 
fls)=s 


admet une racine réelle supérieure à 5 pour laquelle la dérivée f(z) 
est un nombre réel inférieur à un. Cette racine & est l’abscisse d’un 
point double réel attractif et la suite des itérées de f(a) converge 
uniformément vers £ en tout point du plan non situé sur l'axe réel ou 
intérieur à l’un des intervalles contigus à l’ensemble (&). 


7. Considérons maintenant les fonctions de la forme 


A A 
R(s) =A + —— +...+ —> 
3 — a, 3 — Un 
les nombres A et A; étant réels, les A; tous de même signe et les a; 
. situés dans le demi-plan supérieur par exemple. Les zéros de R,,(z) — h, 
h désignant un nombre réel, seront aussi dans le plan y >0, car 


l'égalité 
ae R(s)=h 
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entraine . 


3 


y: désignant la partie imaginaire de a; qui est positive; y est d’ailleurs 
compris entre le plus grand et le plus petit des y;, de sorte que si les 
pôles de R(z) sont situés dans le demi-plan y2d >0, il en est de 
même des zéros de R(z) — h quel que soit le nombre réel A. 

Cherchons la forme des fonctions méromorphes limites de fractions 
de la forme précédente. Soit 

et: 
Ry, (2) =An+ D — oa a LR (a) = 2d] 
i 

une fraction de la suite qui converge vers la fonction méromorphe /(;) 
que nous supposons toujours régulière à l’origine. Le nombre 


n 


wy As” 
R,(o) — An— » oy 


i= 


a pour limite /(o); on en déduit que 


a ; As gro) ms “A 
LR (ol = À >aÿ FOIE 
izi ET | 


a pour limite Z[f(e)]. Done 
Avo 
rap <M 


On en conclut, en répétant à peu près le raisonnement du para- 
graphe 2, que f(z) est nécessairement de la forme 


f(z)=A+B:z + Dal . =| 
t=ei | ‘ 


les nombres A; étant tous de méme signe, les points à; situés dans le 


Va | tres Tue 
demi-plan y2d, et la série > lak étant convergente. 
i 
iS 


ANAL US: 


VAR eA tae 
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' Proposons-nous de déterminer la forme des fonctions entières g(z) 


qui sont limites de polynomes dont tous les zéros sont dans le demi- 
| 8 (3) 


plan y 2d. La fonction méromorphe 2% sera de la forme précédente, 


g(z) 


n 


les nombres A; étant des entiers positifs, et la série Dr dans 


laquelle chaque zéro a; de g(z) est compté autant de fois qu'il y a 
d'unités dans son ordre de multiplicité, étant convergente. De l'égalité 


on déduit que g(s) est une fonction entière de genre deux égale au 
Ba? ; 


produit par e * d’une fonction entière de genre un ('). 


8. L’itération d’une fonction rationnelle ou méromorphe est liée à 
la résolution de l’équation de Schréder 


F[R(s)]=sF(s), 


F(s) désignant la fonction inconnue et s une constante. Soit 3, un 
point fixe attractif de la transformation 3,= R(s). Nous supposerons 
pour simplifier que 3) est un point double et que son multiplicateur 
R'(z,) a un module compris entre zéro et un. Si F(s) est défini dans 
une région du plan, l’équation fonctionnelle montre qu’il est aussi 
défini autour de s,, car ona 


Fi Rye )}ss PE); 


et réciproquement, F(z) étant défini dans le voisinage de 4, est 
défini dans tout le plan sauf aux points de l’ensemble (&) situé sur 
l’axe réel. 

En faisant 3—3:, dans l'équation de Schroder et dans l’équation 
obtenue en dérivant membre à membre, on a 

F(30)(s —1)—0, 
F’(3,)[ R’(4)) — s] = 0. 

ere 

(1) Cf. E. Linpwart et G. Pérya, Ueber einen Zusammenhang zwischen der Koneer- 
gens von Polynomfolgen und der Verteilung threr IPurzeln (Rendiconti del Cire. mat. 
di Pal., t. XXXVII, 1914, p. 297). 


13% 
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| Done, F(3)—=0 et s—R'(3), si l’on suppose F(a, enon nul. On 
peut prendre F'(3,)—1, puisque F(s) peut toujours étre multiplié 
par tne constante. On sait que, dans le voisinage de 3, la solution 
est donnée par 


La R(5;) — % 

F()= TI 5(B1— 50) | 
3 désignant le à" itéré de 3. Ce produit est convergent dans tout le 
demi-plan qui contient 3,, si 3, est complexe, dans tout le plan, sauf 


sur (&), si 3, est réel. Il suffit d'écrire le produit sous la forme 


[I R(zi) — 5 Py RG) — 50, 
$(Zi— 3) | S(3i— 3p) 

i=1 i=p+i 

p désignant un entier fixe assez grand pour que 3;, pour & > p, soit 
dans le voisinage de 3,, lorsque 3 est dans la région considérée. 

Les points de (&) sont des points singuliers pour F(z), car, dans 
le voisinage d’un tel point, il y a une infinité d’antécéderrts de z, pour 
lesquels F(z) =o et une infinité d’antécédents z_, de z pour lesquels 
F(z) a un module aussi grand qu’on le veut puisque 


F(s_,) =s-"F(s). 


Ces résultats sont valables pour toute fonction méromorphe f(z) de 
la famille (E). Donc, la solution de l’équation de Schréder 


Fl f(s)]=sF(s), 


lorsque /(s) est une fraction rationnelle à termes entrelacés ou une 
fonction méromorphe limite de telles fractions est formée soit par une 
fonction holomorphe dans chaque demi-plan et possédant sur l'axe 
réel un ensemble parfait discontinu de points singuliers, soit par 
une fonction définie dans l’un des demi-plans et admettant l'axe réel 


. B —— 1 Fi . ‘ 
comme coupure. Par la transformation € = sj? on en déduit des 


fonctions G(C) définies dans le cercle unité et vérifiant une équation 
de Schrôder relative à une fonction méromorphe R(£) pour laquelle 
les zéros de R(C) + 1 sont entrelacés sur la circonférence Cl=r 


+ cramen 
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9. Quelques-uns des résultats obtenus au sujet des fonctions f(z) 
de l’ensemble (E) appartiennent aussi aux fonctions f(z) holo- 
morphes dans le demi-plan supérieur et dont la partie imaginaire a 
un signe constant. ; | 

Bornons-nous, par exemple, aux fonctions /(z) holomorphes pour 
J:>oet telles que J f(z) soit positif. De telles fonctions ont été 
étudiées par M. Wolff et M. Valiron ('). Elles possédent une dérivée 
angulaire positive ou nulle, c’est-à-dire que 2) a une limite B2o 
lorsque z s'éloigne indéfiniment dans un angle ne contenant aucun 
point de l’axe réel; f'(z) a pour limite B dans les mêmes conditions. 

Les itérées /,(3) possèdent la même propriété que les fonctions 
correspondantes de l’ensemble (E). Voici une démonstration très 
simple de cette proposition qui repose sur le théorème suivant, déjà 
établi pour l’ensemble (E) : 


St f(z) nest pas une fonction homographique, la transformation 


Z = f(s) diminue toujours la distance non euclidienne.- 


Soient en effet z, un point fixe, 3 un point arbitraire du demi-plan 
supérieur. Posons toujours 


Sy—=L,+ ly; Ze= f( 35) = X_+ 2 Yo (Yo > 9, Yo > 0). 


La substitution (?) 


ns, Of) _ ge, 


? 


3—% I (3) — fo) 


définit une fonction g(C) dans le cercle |C¢|<1, nulle pour ¢ =o, et 
telle que | g(C)| soit inférieur à un. On a donc 


|g'(o)1£1, 


légalité ne pouvant être atteinte que dans le cas où (Crest; 


(1) J. Wozrr, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 182, 1926, p. 42, 200 
et 918. — Voir aussi A. Densoy, Jbid., p. 255. — G. Vatiron, Sur l'itération des fonc- 
tions holomorphes dans un demi-plan (Bull. des Sc. math., t. LV, 1931, p. 105-128 Ÿ 

(2) Cf Carnatnopory, Elementarer Beweis für den Fundamentalsatz der konformen 
Abbildungen (Math. Abhand. H. A. Schwarz zu seinem Doktorjubiläum gewidmet, 1914). 
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f(s) est alors une fonction homographique. Ainsi, lorsque J(3) nest 
pas une fonction homographique, on a 


|e’(o) | <1, . 
or, on obtient aussitôt 
8/(o)= f'(a1) ¥9 
donc 
‘| dZ, | | dz, | 
DH T7 


Si le point 3, décrit l’arc (2) de cercle géodésique allant du point =, 
au point 3,, le point Z, décrit un arc (A) de longueur non euclidienne 


plus petite puisque 
(A) Ye Yo 


(1) 


Or, la distance non euclidienne des points Z, et Z,, extrémités de 
l’arc (A), est inférieure ou égale à la longueur non euclidienne de (À): 
elle est donc inférieure à la distance non euclidienne de =z, et 3. 


Nous désignerons par la notation AB la distance non euclidienne des 
points A et B. 

Il est alors bien aisé d'établir le théorème de M. Wolff. 

Si une suite NED, a une limite /,(s) non constante, considérons 
deux points A et B d’affixes z et z'; désignons par A, et B, les points 
limites /,(2), /,(s’) et par A, et B, les conséquents d’ordre x des 


. F . . “gars . 
deux points A et B: À,,B,, a pour limite A, B,, en décroissant. 
La suite /,, .,(+) a pour limite /,[ /(s)]=go(s). Or 


Dar. de Per re PREM Se 
NB hee RE 


Np+t Broa .3 


donc, les positions limites A, B, des points A, .,,, B,,,, vérifient 
l'égalité 

eS D 
À, B—A,B. 


En d’autres termes, on passe de la figure formée par les points f,(3) 
à celle formée par les-points g,(z) par une transformation homogra- 
phique puisque ces figures sont égales au sens non euclidien. 


PRINT ares 
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Donc, , 


HN Pez 

fol feN=fo| | 
d'où l’on déduirait que /(s) est une fonction homographique, ce qui 
est écarté. Donc f,(=) est une constante : toute fonction limite est 
une constante. 

Désignons alors par a l’affixe d’un point limite d’une suite 3,, d'itérés 
de 3. Si Ja > 0, l'inégalité 
\ 


Lf" (30) |< ss 
établie plus haut, donne, pour z, = a, 


If(ay|<s, 
car 
f(a) =4, 
puisque la suite des itérés de /(=) de rang 2, a pour limite /(a) et a; 
on voit que a est un point double attractif. Comme la famille des 
fonctions f,(2* est normale dans le demi-plan, on voit que cette suite 
converge uniformément dans l’intérieur du demi-plan vers la cons- 
tante a. 
L’inégalité 
7 ~ 
Aan as 


montre que les points z, sont à l’intérieur du cercle (I) passant par = 


et pour lequel a et a sont images l’un de l'autre. 

Supposons maintenant que /(z) — = n'ait aucun zéro dans le demi- 
plan. Toute suite infinie d’itérés a pour limite une constante réelle et 
il en est de même de la suite correspondante f,,(:) quel que soit =. 
On peut le voir ici directement puisque la famille étant normale et 
aucune fonction /,(z) ne prenant de valeur réelle dans le demi-plan, 
la fonction limite /,(z) ne peut prendre une valeur réelle que si elle 
se réduit à une constante. 

Considérons alors (') la fonction 


F,(2)= f(s) + 3 


ST eee 
(1) J. Wotrr, Sur une généralisation d'un théorème de Schwarz (Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, t. 182, 1926, p. 918). 
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l'équation 
F,(s)=3 
a une racine a, dans le demi-plan et Ja, > 0. On le voit aussitôt en 
remarquant que la partie imaginaire de tous les itérés est supérieure 


rE 3 CEES 58 
i D’ailleurs, lorsque p croit indéfiniment, le nombre a, a pour 


limite un nombre réel a puisque F,(:) a pour limite f(s) et que 
f(z)— 3 n’a aucun zéro complexe. Le cercle (I’) relatifa s etaa,a 
pour limite le cercle (F,) passant par = et tangent en a à l'axe réel. 
Aucun itéré de z n’est extérieur à (l,), donc 3, a pour limite a et il en 
est de même pour /,(z) dans tout domaine intérieur au demi-plan. 


SUR 
LES THÉORÈMES DE M. PICARD 


DANS 


LA THÉORIE DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES 
DU TYPE ELLIPTIQUE 


Par M. A. ROSENBLATT 


1. M. Emile Picard, dans ses travaux célèbres sur les équations aux 
différences ordinaires et aux différences partielles (‘) a étudié entre 
autres l'équation non linéaire du type elliptique 


(1) Bus Fiery, u, Pp, q): 


F est une fonction continue de cing variables indépendantes dans le 
domaine fermé (D) défini de la manière suivante : x, y varient comme 
coordonnées cartésiennes d’un point P d’un domaine G plan et de sa 
frontiére C. Ce domaine sera supposé borné. Comme fonction des trois 
variables u, p, q F est déterminé et continu dans le domaine 


ik, elie atgisbs 


ou L, L’ sont des nombres positifs. 


(1) Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et lu méthode des 
approximations successives (Journal de Math., 4° série, t. 6, 1890), Sur l'application 
des méthodes d’approximations à l'étude de certaines équations différentielles (Ibid., 
4e série, t. 9, 1893); Sur la détermination des intégrales de certaines équations aux 
dérivées partielles du second ordre par leurs valeurs le long d’un contour fermé (Journ. 
Ec. Pol., 60° cahier, 1890); Sur la détermination des intégrales de certaines équations 
linéaires du second ordre par leurs valeurs le long d’un contour fermé (Journ. de Math., 
5e série, t. 6, 1900); Sur les équations linéaires aux dérivées partielles et la généralisa- 
tion du problème de Dirichlet (Acta mathematica, t. 25, 1902); Leçons sur quelques 
problèmes aux limites de la théorie des équations différentielles, Paris, 1930 (Cahiers 
scientifiques publiés sous la direction de M. Julia ; Gauthier-Villars), 
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M. Picard démontre l'existence des solutions u(æ, y) de cette 
équation qui prennent des valeurs données sur la frontière C du 
‘domaine G et il en réduit la recherche à la recherche des intégrales 
nulles sur le contour C. Nous nous limiterons, dans ce qui suit, à la 
recherche de ces dernières intégrales. 

Nous partirons avec M. Picard d’une fonction w,(æx, y) continue 


avec ses dérivées dus, oe dans G + C et qui satisfait aux inégalités 
lwolsb; |pol,  |golSL". 
On forme alors la suite bien connue u,, n— 1,2, ... d’approxima- 


tions successives, au moyen des équations différentielles 
- (2) Aun= F(z, y, Un, Pn1, Qn—1) (2 —=1,2,...). 


Les fonctions u, s’annulent sur C. 
M. Picard envisage les intégrales 


(3) I= f Ga, Yi En) didn, 
(4) = ip Gare n)ddn =f Gy(w, yi 0) dean, 
étendues au domaine G. G est la fonction ordinaire de Green. Soient M 


et N les modules maxima de I et des dérivées I., 1, dans le domaine G 
(supposés existants). Soit u le module maximum de la fonction 


FG #5750, (PG) 


dans le domaine D. M. Picard suppose que l'on a les inégalités 


(5) if: uM£<orL, 
(6) uN<orL’. 
Les u,, n—1,2, ... sont alors donnés par les formules 


1 S Ape ie ie 
(AL PRES = Gt Wis, Sn) FEES DE Pn-1(E, 1), In1(Ë, n)] dE dn. 


M. Picard suppose remplie la condition de Lipschitz 


(8) | F(a, 4 us, Page) — F(a, Vy Ua; Pay Je) | 
SAlu,— ty! + Bi p,—p.|+C|qi:—qal, 


où l’onaA>o, B>o, C>0 fixes. 


PRES ENTRE 
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~\ 


2. Dans une Note présentée le 6 février 1933 par M. Émile Picard à 
l’Académie des Sciences, j’ai énoncé le résultat suivant : On peut rem- 
placer la condition (8) de Lipschitz par une condition plus générale. 
A savoir, on peut supposer que la fonction F satisfait en tout 
point P(æ, y) du domaine G à la condition 


(9) | Fiz, Ns Uy, Pis q1) ~* Fis; JY, Us; Pr; 92) | 


2 Bes, B CG 
S gram | a Mal oe, | Pa P: | + smal 91 — dl. 


Ici les nombres positifs A, B, C sont fives et à > o est la plus petite 
distance PM du point P de G de la frontière C de G. m est un nombre 
non négatif o<m <1. Comme fonction de æ, y F satisfait à l'inégalité 


de Lipschitz 


(to) |F(2,y, u, p,g)— F(a’. 9’, up, g)|I£D|Iz—z'|+Eiy—)"|. 


D, E étant des nombres positifs fixes. 

Quant au domaine G, j’ai supposé que la fonction z,=w(z) qui 
représente conformément ce domaine sur l’intérieur du cercle K, de 
rayon R et d’origine O, a sa dérivée inférieurement et us nt 
bornée par des Beater positifs «> 0, 8 >o. On a donc 


(11) = #1 <p. 


Dans le présent travail je m’occuperai du cas plus général, où la 
fonction 3 —%w,(3,) peut tendre vers zéro ou vers. l’infint lorsque 
le point P,(z,) tend vers la frontière C, du cercle K;. Je supposeral 
donc que l’on a les inégalités suivantes : 


Ly 


(12) je BOGS FE 


Ici, «, 8 sont-deux nombres positifs; «', «” sont deux nombres qui 
satisfont aux inégalités 
o<a'<1, La" 1} 


D étant le d'amètre du domaine G on supposera 


Es 


peste < © 
x 
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Les nombres a’, «” doivent encore satisfaire à d’autres inégalités 
que nous donnerons. Dans le cas de a’ —=«”=—1, on a donc nos résul- 
tats précédents. 


3. Envisageons un point P(æx, y), æ+iy—3, du domaine G et 
soit 


(13) 5,= 0(5) =) avs” 


la fonction qui représente G sur le cercle K,. Au point P correspond 
le point P,(x,, y,) du cercle K,. Envisageons le rayon du cercle K, 
qui passe par ce point P, et soit N, l’extrémité de ce rayon. Au seg- 
ment P,N, correspond dans G un arc de courbe PN. Sa longueur est 


— 
donc d’après (12) PN a une longueur finie et N existe. Ona 


PN< 1 gia, 
eee GE 


Or le point P a une distance à du bord C du domaine G qui n’est pas 
plus grande que PN. Nous parvenons donc à l'inégalité 


(14) as are. 


pos ag” 


Envisageons maintenant le segment PM qui joint le point P du 
domaine G au point M de C tel que la distance PM soit la plus petite 
distance de P de la frontiére C. Alors si A est un point arbitraire du 
segment PM, AM est la plus petite distance 2, du point A de la fron- 
tière C. Or au point A correspond un point A, de l’are P, M, qui corres- 
pond au segment PM dans le cercle K,. Soit ¢,(A,) la distance du 
point A, de la circonférence C, du cercle K,, Entre 2, et ¢,(A,) on a 
la relation (14). D'autre part ona 


M 
PM, fe os 


ds 


ds. 
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c'est-à-dire que l’on a 


Or on a l'inégalité 


(15) 


On a donc 


on a’ 
> B \iH%, coy y\inw - 
Py M,< :) f (=) os 
| ee 3 a 0 x 


Cette intégrale a certainement un sens, si l’on suppose 
l’inégalité 


® (16) 


a’ + ar, 


ce que nous ferons désormais. Puisque l’on a l’inégalité 


Sr : 


OS P, M,, 
on parvient à l’inégalité 


a’ a’ 
6B! —a"” 


: ime: y 1-a’—a" 
a 1— a” a’! 


En designant par C, la quantité 


LES 


a’ 1— 2/— a” 
CE (x an on) i 


a 1— a’— a" 


C= 


? 
on a donc l'inégalité 


(17) 


4—2’— a” 


3,<C,d i”. 


Dans le cas particulier de x = «”=o0, ona 
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remplie 


Le domaine G étant borné on a|w,(z,)|<M. La formule de Cauchy 


donne donc de suite 
| &, (31) IS 5 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — Juizzer 1933. 


26 
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M. W. Kraus (‘) montre même que si G est un domaine d’aire inté- 


rieure finie, le rapport 4. 
|w,(5,) | ; 
| 5 . 
a à pe 
tend vers zéro avec 0,. 


4. Nous évaluerons maintenant l’intégrale 
(18) b= f G(x 758, nf n)dE dn. 


La fonction F sera supposée continue dans G + C et elle satisfait à 
l'inégalité 
, Bi matey 
(19) | fle MIS se 


A est ici un nombre positif et s un nombre positif que nous fixerons 
plus loin. Evidemment toute fonction /satisfait pour tout nombres > o 
a une inégalité (19). 

Nous transformons le domaine Gen le cercle K, de centre O,. Alors 
la fonction f(E, 7) devient la fonction f,(£,, 4,). Or ona 


1— 0" 


At nt PR ie 
dei ( — ; 
à à, 


donc on obtient l’inégalité 
2 4—0" 
*j—2'— a" 


1—x" 


(20) AG m1) SAC, TEE (G.) 
L'intégrale I est majorée par l'intégrale I, 
a tat 
dt |? , a I ET ET 
(21) = fc de, AC, (5) dé, dn, 


1—a"” 
SAC NP Er 


au” 


G, est ici la fonction de Green du cercle K, et du pole P,(3,). 


Fp) . ‘a ¥ me : s 
(1) Ueber den Zusammenhang einiger Charakteristiken eines einfach zusammenhné- 
genden Bereiches mit der Kreisabbildung (Dissertation, Giessen, 1932). 
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Pour que cette intégrale ait un sens nous supposerons remplie 
9° # a 
l'inégalité é 
S(1— ax : 
Er dE sé 


donc on a l’inégalité 


(22) s<2(1— x — 2"), 
D'autre part nous supposerons re + 20" plus grand que 1, 
2 4 
(23) ET 


Donc s satisfait à l'inégalité 


, fegase diner 
(24) SH ee dd) 


5. Nous avons maintenant a évaluer l'intégrale 
(25) es Gi tn dé dn. 
Ki ! 


Or J satisfait à l'équation différentielle ordinaire 


(26) tbe, MER g mate à 
do? p do (R—p)'i*™ 


Il s'ensuit que l’on a 


=, ¢ ods 
o) == 2% . (Rose) 
o do 
= Cerf a = Royer PP 
DE Rise 
2T A 1 Ro)" 


donc on obtient la formule 


iat { - a o da =f to r o do ey 
an} ff 2b s (R—)'*” ; 85 (R—a) REX 


Donc on a 


J(o) est égal a 


(27) 


14 
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En effet, en intégrant par parties, ona 


ada lo mine . ode 
f; ‘f° (R—o)*™ gym dp = 8P (R—o)'*™ —o)'t™], 


o do 
— Plog Germ (R— ayn 


La différence des deux eerie de la formule (27) est égale a la 


somme 
1 ada +f lo ada 
if og r (R—o)™ opm ge o (R—o)+" gym 


Or on a les inégalités 


sak lose EB 


R_R—r 
log— < : 


R 
, olog= <R—z, 


donc on obtient les inégalités 


1 ada 

fie oF a ayn 
<(R— BIE ad Ao. wares ye greg last Seaman coats gy mo = 
Sih nf oo = (A UE. =n |< m 


R 


K 
i R ade do R—pr)t+m 
| log 7, a < [ CR — 6)" a at Bek ) . 


7 ER pin — cg)" 1— mm 


et 


On parvient ainsi à l'inégalité 


I 


(28) ar Re —, 
à m(t—m) 
Nous obtenons donc l’inégalité, 
Le s(1— a") 
I<orACI-T— 6: 1 jim, 
a mA) ' 
Orona 
a s(1— a") ‘ s ‘ 
tie Mots A) ET 


se us a à 
à! + mw 62 1—2'— a —S 
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Nous obtenons donc l’inégalité 


Lo 


| I | £2T Cet A BC Q2U—a'—2")—s 


pene | 
m(i— m) 
On a donc l'inégalité 


(29) ‘Il <2 rAK D211—2—0" a 


ou K est le nombre 


21+2) (is ct —2—2") 1 
ee a pe LISE SRE ee aD 
(30) QU (¢ — oe! — oe" )8—2") (1 — m) 


Nous obtenons donc le ones suivant : 


Tatortme 1. — Supposons que le domaine G soit tel que la fonc- 
tion w,(3,) qui représente ce domaine sur le cercle K, de rayon R saus- 
fasse aux inégalités (12), alors l'intégrale 1 donnée par l "expression (18) 
satis fait à l'inégalité (29), où K est le nombre (30). s est ict un nombre 
positif tel que l’on ait les inégalités (22), (24). m est le nombre positif 


s(1— a") 
m= —— a À 2a" —1 
I— o’ 


plus petit que 1. 
Dans le cas particulier, où l’on ae’ =a” =0, ona 


K=(5) Soa" S—1+ m. 


m(1— m) 
C’est le cas envisagé par nous précédemment. 
6. Occupons-nous maintenant des intégrales 
_@) L= [Go fli n) dean, Wy f Gy JG 0) an 
On les majore par les intégrales 
(Ba) Le fGe| | SG, 0) dean, eh Gy| | JG, n)1d dn. 


Envisageons d’abord le cas du cercle K, d'origine O,. Nous repré- 
sentons ce cercle sur le cercle K, de même origine 0,==0, et de même 
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circonférence C,==C, de manière que le pôle P, du cercle K, devienne 
l’origine O, du cercle Ky. La transformation est 


C.— 4 
33 fe Rh? ————— 5 
fs R?— 2,0, 
RQ is ak | 
(34) ; L Re 23, 


où £,, % sont les variables des cercles K,, K:. G, étant la fonction de 
Green de K,, ona 


où R désigne la partie réelle et où s, est le point conjugué du pole z,. 


On a donc 
0G, I I R? 
va" ÈS reel 
(35) Le op fi | 
Oy, 31 Éi— 3 (@,— 3,)22 


I désigne ici la partie imaginaire 
En transformant ces expressions au moyen des formules (33), (34) 
on trouve les formules 


(36) 0G, __ Es R'—p}  0G ns R°—p} 
Ox, pa Mr on Os pi RR}? 


où 7, est la distance O,P,. 
Envisageons maintenant le domaine général G et soit G sa fonction 
de Green. On a ; 


WG _ 06, dey, OG, dyn, AG _ 1G, dey, Oy dy 
02” Ox, 0x dy, 0x Oy” Ox, dy à: Oy, dy 


Donc on a les inégalités 
0G\: [/dG,\? (dG,\2] [/da,\? fdy,\: 
(az) < Ge) Ge) TTC) + (2) 
OG\*_[ (OG,\* /dG.\1f/0r,\ /dy,\? 
(or) sae) GG) + BY]; 


HA 
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Nous avons donc les inégalités 


OG 
a 


a 
ids 


4 Rp 


I 
+ (R°— 1) Pa 


dx > 


Les intégrales (31) satisfont donc aux inégalités 


R—p} lds eo dE. 
(37) [L, || <f ee | ifs (G M1) | Es di, d'a. 
K, 2 = S 
Donc ona 
B° RD: I 1 
, LIFE r2 ee EST 
RATES a J, (R*— ri) Pa DOS em dz, di 
G0 0 pe oe 
CAGE D { à Lars A dé, dn, 
i a x, (RB? — 77) Pa Mares sabe 


7. Nous transformerons maintenant l'intégrale obtenue par les for- 
mules (33), (34). Ona 
= Meee Re R?— r° 


de ere 
D’autre part ona 
3,=R—|t,| = R—R° Lee + 21 na [Rist i | mure ie 
| R2+ sr, | | Re + 5,6 | 
et l’on a 
[Ræ+sGP2R IE +, 


car on à À = 


puisque l’on a 


Donc on a 
5 op (Rt sks) (Re abs) — RG 5) G4), (Ro) (RTE), 
te [Reet (( Reta) + Rit al) al Rate 
Désignons par ¢ le nombre 
1—2" A " 
(aS Se es 
I= 0 ia 


14% 
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nous avons les inégalités 


s(1—@") pa Rp? R'(R—r?) ot| R°+ 4 dE 
Pa md Let mic Beery 
RER EE: a J, (R2—ri)p, | R+ 3,6, | es (48 


2 AU (R2— 2\1—t 
= ots ERC? (Rt 72) sf dof dy, emg 
=|" B, 2 


dee dns 


Nous évaluerons d’abord l'intégrale 
Le doz 
a ee Yi 
| R?+ 3,6 | 


3 s à: | 
Nous supposerons ¢ > >> et t< 2, c’est-à-dire nous supposerons 


que s satisfait aux inégalités 

, 3 ; n\ 1 — a — a" 
(38) : s> (Sa aa —— — ; 
(39) s< (2— x — 20") ————. 


Ces inégalités sont compatibles avec les inégalités (22), (24), car 
ona 
TL — oe = a” 


a(t—a!— a") > = = (aa) > (aa) TE, 


I—c« 


/ 


u € " " 
1— x — à 3 I—a’—a I— 2a 
1 W  d " * " 
(2—a’— 2a —$—$$—<—_— > |{ - — a’—2.0" |) ———qjKqKe_ >> ——(1—a'—2’). 
) 1a" (; ) rae" oak ) 


Nous avons 


| R?+ 2,0, |?—= R'+ 2R*r,p, cos(ps — 91) + r?p2 
= (R?— p,r,)?+ 2R°r,p,[1+ cos(p: — 9,)]. 


On introduit les quantités 
A= 4R?*r;p,, B= (R?— r;p:), 


ainsi que la nouvelle variable indépendante u=tang =. On a alors 


Fresnes ds =4f du (1+ u?)t 
te [Ria FAIT 1+ u? [B(1+ ut) + AP 
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On introduit la grandeur moindre que 1, 


FE B Rs 
, . es R2 + ry Pa. 
et l’on obtient : 


re am f “ESS 
o [RA abe Cp CL RS 


< mere f PE OT 
= (R?+ OED eel i‘ (1 + (A) Le 


Orona 


= du anus JE UP I Sei ie reel 
À G+ wv) WH) ay, —3 us), DT 43 
Nous obtenons donc l’inégalité 


= ist 8(t— 1) 
= l h—l 1—a’— @” 2 DDE We ee ee ee UE ee 
lie}, ILISamA REC, (R?— r?) LE CELT 


xf (R:— FE) Lies doy. 
0 
Mais ona 


: 3 2 I : dp, I ; LH R:-2' 
if (R? p3)' de pe Î Mac Gao Opa pe ere 
On a donc 

23+! ; a Sy 
(40) el, | 4) Bi ne er iG HET ae 


2 1 


3)(2—t) @ 


Exprimons maintenant ©, par ©. Ona 


donc il vient 


RE HOON 2 =e 
Mel ISA Gre (aha) ar 


(2t— 3) (2 —t) I— @ as 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 
Tutortme 2. — Les intégrales (31) satis font aux inégalités 


LA 


(41) (fe), 114 <oanAK’ 6 15h, 
Ann. Ec. Norm., (3), L, — Juiiier 1933. 27 
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où K! est le nombre positif donné par la formule 


oy 0 Etes nt Gay 6 
(42) = (Gt ay aro =e pe tt 
(1— 4) 7 (1— a! — a” 
où l’on a 
Re sa’ 
eo =, 
. eal = ae a 
sent s(1— a") 
= = I of ae" 


Dans le cas particulier de «= «” =o, ona 


I 
SSS se a al LS tops * 
ate 


! ! all 
== pee == 2 m K'— 
C, 2 T=2+In, T +m, i DE voi 


Pour des petites valeurs de x’, 4” on a l'inégalité 


t— 1 
s> + 
Lx 
car on à 
1 t— a’ —aa" 2 x + a" 
$ — = . 
0 ET, i—e@'—a' 


8. Revenons maintenant a |’équation (1). Nous supposerons remplie 
l'inégalité 
(43) uF<4rL, 


où F est l'aire du domaine G. D’après M. Müller (') on a en effet 
l'inégalité , 

ai F 

(44) ETS = 


où I est l'intégrale (3). Donc l'inégalité (5) de M. Picard est remplie. 
Envisageons maintenant les intégrales (4). Nous les majorons en 


posant dans les inégalités (37) À = 1, s — 0. Donc on a 
G* R2.— p2 I 
Ls als ESA TP ee 
IL ; RUES a (R? — ra): oe +20" dz, dn). 


(1) Leber die Green’sche Funktion des Laplace’schen Differentialausdrucks (Heidel- 
berger Ikademieberichte, 1929). 
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Nous supposerons remplie l'inégalité 
(49) - wa 32 CAES 


Nous aurons les inégalités 


2 a 1—n 
bLad, tis (S:3* 2 Ri—” (BR? — 7° hg dos (a do. Chers Mir 


Rare CRU a = 
ln do, 
RARE CET TE 
0 | Re+ 0 ge 


oun est maintenant <1. On a comme auparavant 


On calcule l’intégrale 


4 dur Fu)? 


FEES: I soot eS eee 
RE TEEN T PEN Lure 
2,22 n = 3 CITE 33 

5 10 RIT À 7 Fi (1+ 9?)?-" 3-2" 9 


où l’on a posé » = ku. 
Donc ona 


27 
dos 27 
6 x ES earn Se i | 
(4 ) i (Rie aie, gue eee 51 pe) (RE — rp)?" 


Ona 


On a donc les “ie 
R F 
9 noe iad Si 
[La |, [Ly [san RoW Re— ar sae (Ps (REF py 


—2n i— 372 (R— ps Us La F1— Ti 
= ne Ri =f do. (R2—r TRE 7,9.) 


Vix: 


| R 
Pour calculer l'intégrale on la décompose | +f . La première 
0 li 


intégrale n’est pas plus grande que 


ey, tel 3 on wal mays 
ii do: (FR: Len Ro, ar ~~ Ri—2 i (R CE D2) 


I I I Eu. | 
= Re ils A 


< 
& 
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et la seconde n’est pas plus grande que 


RUE a 6 (Rn) 
I 


Nous avons donc 


x 3—n 6° —n {3 : a D 2—n 6° Ri- L 
[Le |, |I,-|¢2° nh Cuotine $3.2 T 
On a donc l'inégalité 


(47) ely Url gon& RIK’, 


où K” est le nombre 
6 


i: Fe 


(48) K'— 
La seconde condition de M. Picard (6) sera donc remplie si l’on pose 


(49) pkrE RL. 


9. Nous remplacerons maintenant la condition (9) qui généralise la 
condition de Lipschitz par la condition 


(50) [F(z,y¥, u, pP; q)— F(x, y, u',p', q')| 
Alu—u  Bip—p'| . Clqa—q’| 
ST NTI + SF + se ; 
où l’on a 
(51) kK=2(1—a'— a"), 
(2) FR at Ln ES 
1— a 


Nous poserons 


> . > M 
(93) | F(x, 9, 1, pi, qi) — F(z, y, Uy, Pos do) |< = À 


où le nombre positif s satisfait aux inégalités données avant. Alors la 
formule (7) et les dérivées de cette formule conduisent aux inégalités 
(54) Pers Or ee 


t—1 


(55) | pol, |g2}< MKS 1-#, 


- lia. 
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Ici ¢, = u, —u,, et pr, g: sont les dérivées de ¢,. On obtient done 

l'inégalité 

(56) [F(z, Vy Ua) Ps, 9e) — F(x, 7, U4, Pa qi) |S M(ARK + BR’ + CK’) =. 


On parvient ainsi aux formules générales 


(57) [Ps SMK (AK SBR EP CR QU, 


t-—1 
(58) pal, lan] £MK'(AK + BK’ + CK’) Outs 
pour 9;°5,... a 
Donc lorsque l’inégalité 
(59) AK + BK'+ CK'/<1 


est remplie, la série 
(60) S = uy+ fi + fo. 


converge absolument et uniformément dans G + C. Les séries 


du, 21 06 du, Ov, 
(61) LOUE - a ha gts Oi On 


convergent absolument et uniformément dans un domaine arbitraire G 
fermé et intérieur au domaine G, et elles représentent les dérivées de 
la fonction u représentée par la série S. A la limite on parvient ainsi à 
l'équation intégrale 


(62) u=— = f Gre, a, u, p,q) d& dn 
2T Ê 
et, par suite, à l’équation (1) valable en tout point de G. 


10. Nous avons donc obtenu le théorème suivant : 


Tuéorème 3. — L'équation différentielle (1) possède une inté- 
grale u(x, y) continue dans G+C et satisfaisant à l'équation (1) 
dans G, lorsque les conditions suivantes sont remplies : 


G est représentable sur le cercle K, de rayon R par la fonc- 
tion 3, — (3) telle que l’on ait les inégalités 


2 


Oe 


ds 


ds, 


Ne 


(12) aor © 


79 
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a >o, 5>0, 


fe 
’ ” #1 
D2+2% < Laie 


où D est le diamètre du domaine G. Les nombres «'20, 3'20, satisfont 
à l'inégalité 
(16) n= gst 20e. 
La fonction F(a, y, u, p,q) continue par rapport à toutes les 5 variables 
dans le domaine 

P(x, y) dans G+C, Ju|<L; IPL 1g1£SL’ 
satisfait, comme fonction de x, y dans G+C, à l'inégalité de 
Lipschitz 
(10) [F(x, y,u, p,q) —F(2’, 9’, u,p,q)|<D| 2—2'|+E|y7— "|. 


Comme fonction de u, p, q,'F satis fait à Vinégalité 


(50) (F(x, pu, p,9) — F(a, y,u',p,q')l 
A | B : C j 
Sxl w'|4 sl? P'|1= æl2—9lt 


où à >o est la plus petite distance du point P de G de la frontière C. 
i et k sont deux nombres (non négatifs) tels que l’on ait 


(51) h=2(1 —a’— ax"), 
i—t 
1— an 


(55) K'=s — 


s est un nombre positif qui satisfait aux inégalités toujours compa- 
tibles 


(22) s<2(1— a’— x"), 

(24) o> MLA er Lo) 

2 x OA ose 
2 / LE 

(39) $<(2—a'— ag") TE. 


u. étant le maximum de F(a, y, u, P, 7) dans D on a les inégalités 


(13) UF<4rL, 


5 
A 
a 
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- ot Fest l'aire de G, 
: (49) P pK" oe Beers LY, 
| a ~ 
2 où l’on a 
(48) k’= 6 
| tony 
et 
(59) AK + BR’+ CK'<1 
? 
où l’on a 
(30) Kose Silage T REA L 
DO ER as i Cee m)° 
(42) Kies QUE —1) I (1— a")s 
À (2t—3)(2—4) pas ja 
| GH alee (1 ofa a") LS 
Ici on a 
: Sif oe 
(23) À I+ M — SUA + a, 
a sa’ s(T is) 
T—= 2 + er 
bo one F ta’ Na 


Les séries 


(60) S= y Pi tes, 

du Ov Ou Ov 
6 5. = — , RUE Que Le ee 
4) 13 dr À RE dx GE dy sé dy a 


convergent absolument et unt formément, la première dans G vers u; 
les secondes vers p, q dans un domaine quelconque fermé G intérieur 
à G. 

Dans le cas particulier de «—x"—0,ona 


I 
See Un; T—=2+ M, T'=2 + m, Fe ot 
5 ; 
2 2+m ; 
3 Z I ; DEN ; 
k= p ————— 3 k/ = ————_? RUE 6: 
AY Ted TL) (om—1w(1—7n1) 


S08 [Ea 


ea Mi 


NP ES Ne _- : =, ieee 
=e <a Pe ais “PT ee É 
Po race ahve 4 AT Mb So 
ce | tags $ ge Re. + 4 F a ET: 
FT § x! ‘ x #7, F ee 7 +, | J —— 
= = ry + eB batty a FE 14 | “3 ne 4 
: 2 


AM st Lino sain % blé os +5 x Snuiedn à 
ru O° vost Séiesranure Minh au nv t SE SEL tahasiset à 
ear Gr Oy ise pay yond apis net we Ve ApHUEE aes ee ek 


L 5% 
nig. BO es e's ob sal leit. 289 si end 
eS 1 te 129 oi 
ie nm à: ‘, ‘à ets mn < red à : a 
By ~~ : th ; . 
A M Sir : # : + > i 
Tara A tanec (Sa 
k Lil SRE Fa .¥ 
. \ ét oa a 3 3 
\ = L : . | 
ab à Ver tm; © 4 
È toi + ‘ + . 
; LS 1 Lz ta + Égalttrs 
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NX 
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LES SUBSTITUTIONS D'ORDRE 2 


DES 


GROUPES LINÉAIRE, HERMITIEN, GAUCHE ET QUADRATIQUE 


DANS UN CHAMP DE GALOIS 


Par M. pe SÉGUIER 


Introduction. 


La structure du groupe linéaire galoisien et de ses diviseurs à inva- 
riant hermitien gauche ou quadratique ayant été déterminée, ainsi 
que leurs constituants transitifs, un des premiers problèmes abor- 
dables qui se présente est la détermination de leurs substitutions 
d’ordre 2 quand le champ est d'ordre pair. On trouvera dans le présent 
Mémoire la solution complète de ce problème en ce qui concerne les 
groupes indiqués et les groupes homogènes ou fractionnaires corres- 
pondants. On trouvera de plus, pour chacun de ces groupes, la distri- 
bution en classes et les normalisants de leurs substitutions d'ordre 2. 

Je tiens à exprimer ici, à M. M. Potron, mes plus vifs remerciments, 
pour l’aide qu'il m’a apportée dans la rédaction de ce Mémoire, en 
particulier par ses critiques et ses suggestions. 

Pour éviter des redites assez longues, j’avertis de suite le lecteur 
que je me servirai des mêmes notations et conventions que dans mes 
Mémoires « sur les Groupes à invariant bilinéaire ou quadratique dans 
un champ de Galois » et « sur les constituants transitifs de certains 
groupes linéaires à invariant bilinéaire dans un champ de Galois » 
parus dans le Journal de Mathématiques (1916 et 1919). Je désignerai 
dans ce qui suit le premier Mémoire par I et le second par Il. 

Je considérerai ici, dans le champ galoisien € d’ordre impair = = p 
28 


kh 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — Jumzer 1933. 
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(p premier) ('), les groupes linéaires généraux : L(n, =), U(n, Ty 
L(n, 7), U(n, =), les groupes gauches : G(n, =), G'(n, mt), G(n, tr) 
G'(n, =), et les groupes quadratiques : Q(n, =), Q'(, =), O°(ny =), 
R(n, &), 2(n, 7%), 2'(n, x), 2°(n, z=), R'(n, =); puis, dans le. 
champ €’ obtenu en adjoignant à € une racine v d’une équatrique 
irréductible, u2-+ bu + ¢ = 0, les groupes hermitiens H(n, =), H’(n, =) 
H°(n, 7), d(n, 7), H'(n, 7), H'(n, ñ). 

Je désignerai encore : par Let = +'**' des éléments primitifs de C’ 
et C respectivement, par [ 4] la similitude de multiplicateurs 4, en 
posant [—1]=d, {d}=D, {[:]}=1, {["“]}= 1". Enfin je pose- 

TI T+ T—1 


1 2 ’ 


ri mal aut fy te (le Rah =), 
etl s | =—J. 

Je rappelle que, quand la forme invariante de l’un des groupes G, 
Q, H reste indéterminée (non canonique), je la désigne par a. Je rem- 
place alors la lettre G, Q, H par A, la lettre G, 2, de par &, lalettre R 
par B, la lettre R par @. 


CHAPITRE I. 


GROUPE LINÉAIRE. 


{. Sauf indication contraire, les variables de L(n, =), U(n, =) sont 


désignées par æ,, ..., æ,. Pour indiquer explicitement que le groupe 
opère sur des variables z,, ...,23,,j'emploierai les notations Le RH 
U,,....:,(%), ou simplement L. |. U.,...- 


Détermination des s, de L et de U. 


2. Toute s, de La nécessairement la forme canonique monome 
(S, 10). Si elle ar multiplicateurs —1 et n—r multiplicateurs + 1, 
elle y est évidemment conjuguée de la substitution y, qui multiplie 
Li ces Le par —1,etæ,,1,...,æ, part. Donc L,, ts, ..., ph, repré- 
sentent toutes les classes distinctes de s, de \.. Les pôles de x, sont les 
points vérifiantæ, —...—x,— 0. 


(1) Sip =», les suites de la forme canonique d’une ss ont au plus deux variables, et 
les multiplicateurs sont tous égaux à +1 (S., 10). 
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3. Le normalisant M de 4, dans L est le produit direct de L(r, = 
Pan (a) (S, 6, 7). Le normalisant N de u, dans U est p.g.c.d. 
de M et U, ou le p.p.c.m. des substitutions de déterminant 1 de M. 


On a donc, en posant m,—|x;, :x;|, les autres variables étant inal- 


térées, = U(r, =), U... (rs), mm}. Comme M = {| U(r, =), 
Mee OT Mi, Mindy ty ON à évidemment M = | N, 1, |, m, étant per- 
mutable à Net m™'=1 étant la première puissance de m, dans N, 


comme dans U. Done L= UM, eu U contient un système de restes de I. 
modM. Plus précisément, tout système de restes de U modN est 
système de restes de L modM(&, 67). Donc on obtient toutes les conju- 
guces de y, dans L en trans formant 1, par U. 

A. Pour que y, soit dans U, il faut et suffit que r soit pair. Il résulte 
alors de ce qu'on vient de dire que les uo, représentent toutes les 
classes de s, distinctes de U et que chaque v2, a autant de conjuguees 
dans U que dans L. 


Détermination des s, de © (n, x). 


5. Désignons en général par (/) ce que devient une partie / de L 
quand on y regarde les variables comme homogènes. Soit s une subs- 
titution telle que (s) soit d'ordre 2 dans £, c'est-à-dire que s°— fa}, 
Deux cas sont a distinguer suivant la parité de m. 

Si m= 2h, je dirai que (s) et sa classe sont de première espèce. 
Alors s[:-"] est une s, de L. Il suffit donc pour obtenir toutes les s, de 
première espèce de £ de regarder les variables comme homogènes 
dans les s, de L (alors 2h= 7 —1). Il reste à étudier leur distribution 
en classes. 

Si cet o’ sont deux s, de L, (c) et (5) sont conjuguées dans £ 
toujours et seulement si 9’ est conjuguée, dans L, d’une substitution 
de la forme o[w#]. Cette substitution devant être d'ordre 2, il faut 
que “— +r. Donc a’ est conjuguée dans L de s ou de do. Or, dans L, 
du, appartient (2) à la classe de u,-,. Donc les classes de s, de pre- 


, ba dy D 4 ak pita PO 
mière espèce de L peuvent étre représentées par les (u,) ours >: Les poles 


TA 
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de (u,) sont les points vérifiant 2,=...=a,=0 (qui sont ceux 
de uv.) et les points vérifiant æ,,,—=...=%,— 0. 


6. Sim—2h+1, je dirai que (s) et sa classe sont de deuxième 
espèce. Tout d’abord, une s, (s) de seconde espèce ne peut être 
conjuguée, dans £, d’une s, (s’) de première espèce. En effet, 
s’ serait alors (5) conjuguée, dans L, de [:"]', done s?=—1[1?"] de 
[is [12 +"], ce qui est impossible, puisque les multiplicateurs 
de ces deux similitudes sont différents. 

On peut, sans changer (s), remplacer s par s[:~"], et par suite sup- 
poser s?[1]. Comme : est une puissance paire de «’, (s) est de première 
espèce dans £(n, x?) donc est (5) la forme homogène d'une s° s’ 
de L(n, x”), en sorte que s—s'[1"]. En élevant au carré, on 
obtient +! = 1/**, Tl faut donc 2k = x%+1+m(xn*—1), m entier 


arbitraire, et l’on peut prendre i 7". Alors s=s'[to]. Les multi- 


plicateurs de s sont donc + ty. Or, s étant réelle, ses multiplicateurs 
doivent être conjugués deux à deux. Il y a donc autant de multipli- 
cateurs + 1, que de multiplicateurs —1,. Donc s’ doit appartenir à la 
classe de u.,(n= 2%). Il existe donc, dans L(n, x”), une substitution € 
telle que C-'p.,C = s’, et, par suite, C'[u ut = s. 

Ainsi, on obtient toutes les s, de seconde espèce de £(n, 7) en cher- 
chant dans L(n, x?) les conjuguées réelles s, s', ... de[1,]u,. La forme 
semi-canonique (S, 11,12) de [t,]u, montre a priori qu'il y en a; et 
nous allons d’ailleurs les former. Mais remarquons d’abord qu’il n’y a 
qu'une classe de s, de seconde espèce. Car de[u]u,=£stt = CS tt, 


L< Lilt dl Mg , , . 
on tire s¢' =C-"'@s'. Donc s et s’ étant réelles, les coefficients de 


sr , 
> ‘6 sont proportionnels à des nombres réels. Done &'T’—[c]a, 
a étant réelle, et ¢ étant un facteur de proportionnalité. On aura done 
sa — as", en sorte que s’ est conjuguée de s dans L(n, =). 


Ecrivons maintenant y; pour æ,,;, et posons 


Xi Ji 


Ni Li 


Si— ) $ = I; Si, 


Comme s°— [1], on voit que (s) est une s, de seconde espèce. D'autre 


CAN à 1 
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part, en posant 


I 
Ti (a+) 
C= ; ; c= Hci, 
Fe y à 
on à . 


Esp, [te lf. 


Les poles de (s) sont les points, tous imaginaires, qui vérifient les 
équations ty;= pa, m= py(i=1,...,v);dolp—=+ hy. 


7. Cherchons les normalisants JM et AT dans £ et U d’une s, quel- 


conque s de $. Soient s une substitution de L tel que (s) =s, eto une 
] i 
substitution de L non permutable as, mais telle que o-'so =[1"]s. 


En élevant au carré, on voit que t= 1; d’out'=—1. Donca'sa =ds, 
et o” est permutable ens. 


8. Soit s de premiere espèce. Alors, en transformant s, et en mème 

temps s, par une substitution convenable © de L[s=(s) est alors 
i : l 

transformé par Q@JE on peut supposer que s = p,(5). On voit direc- 


tement, en développant la condition p,os = 5 dy, que, dans les fonc- 
tions que o substitue à æ,, ..., æ,, les coefficients de ces variables 
sont nuls, et de même ceux de z,,,, ..., æ, dans les fonctions que o 
leur substitue. Pour que (6) soit <o, il faut donc que r=n—7, 


oun = 2r. Donc o n'existe que si nest pair = 2», etr =v. On peut tou- 


jours choisir o dans U; il suffit pour cela, en posant t= 1 a 
HR 
(i—1,...,v) de prendre o —#, si v est pair, o—tm (3) si v est 


impair. 

Ainsi, si nest impair, ou sin=2y, ry, ona WM =(M), U=(N). 
Sin=2vetr=v, ona M=({M, c}), IU=({N, c}). 

Dans les deux cas on a M ={ It, (m,)}. En effet, on voit d’abord 
directement [cf. (3)] que (m,) est dans AT. Donc, toute puissance de 
(m,) qui est dans U est dans Jt, et inversement. Or (S, 79) les subs- 
titutions de 4 sont celles dont le déterminant est une puissance n°", 
c’est-à-dire de la forme "+451! (ket Zentiers) ou», 6 étant le p.g.c.d. 
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de net de x—1.Donc la première puissance de (7m,) (de détermi- 
nant 1) qui est dans U est (m!). Done N=} IU(m'). D'autre part 
£—=YAL(m') (S, 79). Done M/IM = L/AU et L = UM. Cette relation 
montre que contient un système de rester de # mod OM. Plus préci- 
sément, (E, 67) tout système de restes de Ut mod JU est un système 
de restes de © mod MN. Donc on obtient toutes les conjuguées de (s) 
dans £ en transformant (s) par U, et, st (s) est dans U, (s) a les 
mêmes conjuguées dans Ul et £. 


9. Soit (s) de deuxième espèce, done n= 2v (6). Reprenons les 
notations employées, et désignons par M, N les normalisants respec- 


tifs, dans Let U, de s — ieee 4 (Lam Tos Wy 


En posant 2;= ~ (2+ 91) Yi — (a, — y;), s prend la forme cano- 
2 Le 


vi Li 


' ' 
Li ty Bi 


nique w.,[ ty] = (t=1, ..., y). Les normalisants M, N 


vi bo Vi 
sont formés des Re ee réelles des normalisants respectifs M’, 
N' des dans L(n, =”), U(n, x) (3). Soient alors A et B les groupes 
obtenus en multipliant respectivement chaque substitution de 
L,..(r?), U:.(7*) par la substitution à coefficients conjugués 
de L,, (7°), U,:.,,(r°). A et B sont respectivement isomorphes 
AR AT) (Ti Comme (Ss, 74) Liu ht ee le (77) 
ZL 


ft 


, , az 2 . 
|i, t'æ,|}, en posant y= 5 > on aA == [By by} BFR yh 


Atl su 
Comme une substitution, pour étre réelle dans les variables æ;, yi, 
doit remplacer x, y‘ par des fonctions conjuguées, on aura, d’après 
l’expression de M’ en produit direct, M= A. N est p.g.c.d. deMet U. 
Comme y*—' est la première puissance de y qui soit dans U, on aura 
N= {B, y}. Done M={N, y}= 27" My‘. Et l'on a M/N =L/U, et 
L=UM. 

Pour former ON et JU, il suffit maintenant (7) de trouver une subs- 
titution 5 de U telle que s5— ods. On peut prendre pour 5, si v est 
pair, la substitution 
op Hs | 


yf ? 
Vi By 


n—l 


et, si est impair, la substitution AT? 


i ad al 
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On voit, comme au n° 8, en remplaçant m, par y, que WW = Uy)’, 
en sorte que JN} I, (y)}. 

D’ailleurs, (+) étant la première puissance de (y) dans L, on 


ae = yal, CY >, UC)" Done JM 


= LIU, et = WM. 


5 A 1 . 

Cette relation montre que % contient un système de restes de 
£ mod. Plus précisément (E, 67), tout système de restes de 
UU mod It est un système de restes de £ mod. Done, on obtient 


| toutes les conjuguées de (s) dans £ en transformant (s) par U, et, st (s) 
est dans U, (s) a les mêmes conjuguées dans U et £. 


Des remarques analogues sont à faire sur les normalisants qui 
seront considérés dans la suite. Je ne m’y arréterai plus. 
Détermination des s, de U. 


10. Pour qu’une s,(s) de £ soit dans 1, il faut et suffit que | s| 
soit une puissance n°" de €. Si (s) est de première espèce, donc de la 


forme (u.), cette condition donne (— 1) — + ou 


T—1 


r=kn+l(r—1)—=Ah#6, 


0 étant le p.g.c. d.den,r—1,ethkun entier quelconque. Si n est 


JT — | 
> cette 


impair, ou d’une parité inférieure ou égale à celle de 
condition est toujours vérifiée. Si n est d'une parité supérieure à 
celle de =. elle exige que r soit paire. Il résulte du n°8 que les s, 
de première espèce de £ qui sont dans U y forment les mêmes classes 


que dans £. ' 


11. Si (s) est de deuxième espèce (n—2v), c’est-à-dire (6) 
conjuguée réelle de [t, ]y., la condition indiquée donne (—t)’= 1", 


Tt — 


: Ly— En + ln —1) =A. Ici 0 est toujours pair, 0 — 20'; et 


ou 


est 


M — I x ; Te I 
y! soit pair. Si 


2 


si y — 0’v’, la condition revient à ce que 


D, 


— I . . 
est impair, elle 


. . . . La be >er « Tt 
pair, cette condition est toujours vérifiée; si 
revient à ce que v’ soit pair, c'est-à-dire que n soit divisible par 1. 


15% 
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12. Ainsi, pour n= 2, toutes les s, de première espèce de £ sont 
conjuguées de (— 3) (< de *), de pôle 0, æ, qui est dans U toujours 
1 . 


Te 


— est pair. Et toutes les s, de deuxième espèce de £ 


et seulement si 


sont conjuguées (6) de (2) de pôles +t,, qui est dans U toujours et 


FREE 


seulement si est impair. Donc U contient toujours une de ces 


deux substitutions et une seule. 


nier x Pets | 
La substitution (=) (de première ou deuxième espèce . suivant 


que — k est carré ou non) de déterminant + k représente donc l'unique 
classe de s, de U ou l’unique classe de s, de £ hors de U, suivant que k 
est carré ou non. : 


43. Cherchons directement les normalisants M, et IU, de (=) 


= 


dans £ et AL. Les pôles de (=) sont les racines + € de 2? = — #. La 
1. =: (= —e) est à 
substitution — = ru Et — caer a | transforme € eno, 


2€ 
—<en, et (=) en (— 3). 

Soit d’abord — k carré, donc € réel. Si donc N(z) est le normali- 
sant de (—z) dans £, et A(r) son p. g. c. d. avec U, on a 
Mi EME", M,—= EIE-'. Or les conditions pour que 5 = (= +F) 
soit permutable à (—3z), c'est-à-dire pour que (—3)5—0(— 3) 
sont 


A pa, B=—pB, y=—py, 6=8, 
e étant un facteur de proportionnalité. Comme on tire de là 
ad — By = p*(ad — By), 


onae*=1. Si¢=1, onabB=y=0, et cest dans {(tz)}.Sio = — 1 
h 


> 


EU 


on a 2—25—0, et o a la forme (5): Donc Mm =}(13),(—)! 
3 \ 


Y DCS Pee oe \ de aS à a 
et AT = }C 2) (=) \ Ces deux groupes sont diédraux. 


a te 
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Soit — # non carré. Alors Ë-' ME est dans U(x?) = | (3), (=) 
(le déterminant de toute substitution de M,, étant réel, est eoeré 
dans C’). Et toute substitution réelle de §9¢(7)&—' est dans IN. 


14. Cherchons d’abord les substitutions réelles de &{(1'z)}E-'. 
La substitution générale £(1/*%3)E-' peut s’écrire, en posant = g, 
‘sous la forme 
| Ets 


et ae 3 
gs Z A +e8 À & 
o=t( #5) whee ees 
ae lag ee) Seek 
2€ ra 2 


‘ 


Pour que o soit réel, il faut et suffit qu'il existe un facteur p tel 
que p(g+ gt) et ep(g— gt) soient réels, c’est-à-dire que l'on ait 


pr(8+ 87 )T=p(g +28"); psg ep (ge 8), 


ou 
esse. ma Pt DE Li dent. od T1 — pi—T 
7 ? —1 E Pp 
EE RE 
} (= —1) 
En observant que <*-'=(—) * ——1, on obtient, par soustrac- 


. T—I . 
tion, g2™*")—1 ou v7" =1, où Y= m—— > donc Sa, Un 


°—mi(i--T) . 
’ 


alors, d’après une propriété usuelle des rapports égaux, ep “=J, 
I 


ou op! *=(—1)". D'où, sip =", r= pa 


Comme le déterminant de o est 1, celui A de la substitution obtenue 


TH —1 
en multipliant ses coefficients par p est p”; et A * —(—1}". Donc A 
| est carré ou non carré dans €, c’est-à-dire que © est dans IU, ou dans A, 
hors de JU, suivant que m est pair ou impair. 
Ainsi les p. g. c. d. respectifs de €{(v?s)}&' avec JM, ou It, sont 


D—=E{(j3)}£", d'ordre x +1 et D,=E{(j3)}E", d'ordre phere 
I(x?) étant diédral, IN, et I, seront des groupes diédraux, ayant @ 
: et @, pour groupes cycliques maximums. 

Posons g = a + fe (a et B réels), d'où g* = a — Be, ce qui déter- 
mine «et 3 par g et g*. Comme g*=(— 1y"g~', on peut exprimer g"', 
comme g, en fonction linéaire de a et 8, on aura, pour m pair, 
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» p ayant la parité de m. 
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= 


{o}=— @°; pour m impair (alors ®— 0° + Mc), (es) et, 
se alu 3 À 
k 


TAN asz+ BK TT PET : 
ze t= (SEES et pour g=/, c’est-à-dire pour m= 2, 


pour g=/o, C'est-à-dire, pour m—1, {o}= ®. 
A priort, as de ces substitutions, ne dépendant que de g°, a 


- déterminations distinctes. On voit d’ailleurs que la 


exactement ? 


- substitutions de @° quand on 


premiére bat ét ue les = 


ere M qui rendent a? + #f? carré non 


{En ee 
2 
T+FT 
2 


y donne aa: Bles = 


nul (E, 44). De même la deuxième substitution parcourt les 


substitutions de @ hors de @° quand on y donne aa: les 


déterminations qui rendent = + 8? non carré. Chacune des deux 
formes trouvées pour © coincide avec l’autre (et par suite parcourt 
les x + 1 substitutions de @) quand on laisse indéterminé le caractère 
quadratique de son déterminant. 


15: Il suffit maintenant de trouver une substitution de It, hors de D, 
c’est-à-dire une substitution réelle de Es DE hors de & {1/22} &", 
et dont le-déterminant soit carré dans €. La forme générale de ces 


substitutions est ok (—*)(ves)e, ou, en posant t= h, 


ho any 
ssh (The) (ne +) 
Fs Bf h-* h-' 
(7 +he)-(T — he) 
€ 4€ UE 
£ et e étant définis au n° 43. 
Pour que o soit réelle, i faut et suffit qu'il existe un RE r tel 
ho h- 
que t| —— —he) et te = (A? Ge om 
| (7 :) (5 2) soient réels, ou que + AE 1) 


Qs ey “2° . 4 ete TE —— I VENT 
et J w(t : a) soient réels, c’est-a-dire, en posant LE et a XG os 
que l'on ait 


T’™ (Ah? + AT r'(h2 + hk’) 
et 
TRE (hr kh! )™— ref ht ki’), 


PATES Oe 


L 3 
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ou, puisque /’ est réel et que e*' = —1, 
3 fet + k! h2T— k' s 
[aio a 2 M 
h?+k h?— k’ 


Il faut donc et suffit, pour la réalité de c, que A?'"+") = k”. Or K’ étant 
*, m entier arbitraire, 


réel on ak’ "Ss", Doncn=Xx + M 


TR 
‘m a +U(7%+1) ‘(m-+2l) —— : 


fi (1B (Sr he SA it , 
Comme le déterminant de cest 1, celui A de la substitution obtenue 


T—1 
en multipliant les coefficients part est +° et A * = '—(— 1)". 
Donc A est carré ou non carré dans €, c’est-à-dire que © est dans A, ou 
hors de IU, dans M, suivant que m est pr ou a On a d’ailleurs 


ea =) , jm(s) étant dans 
((%2)}, on a mu fo, &(=)E|, fou (= “yes, 
Prenons donc m=1; d'où y=k + ——) A**'=—F, on a 


fa (VE ne fo, (=== 


mn 


& 
Posons h=a-+ Be (x et B réels), d’où h*= =a — Be, ce qui déter- 
mine œet B par het h*. Comme h*=—A'#’, on peut exprimer A, 
comme x, en fonction linéaire de « et B, ce qui donne 


__{Bkz+ak\ 
c=( as—Bk 


On voit, comme au n° 14, que cette substitution parcourt les 
— s, de It, hors de @, quand on y donne à «:f les TT déter- 


minations qui rendent son déterminant carré. 


CHAPITRE II. 
GROUPES HERMITIEN ET GAUCHE. 
I. — Groupe hermitien. 


16. Je considérerai à la fois les deux formes canoniques respectives 


h=X* (xiyi— Yi%i) + ONLL (Qo ==» — 0; n=O, 1), 
6 243) 4) (n=92v+n). 
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de wa et a. La substitution la plus générale qui transforme 
h,= (xy To en & — x? + yy est 


LA 
as axr+BPy wae ——(g —4)!, 
y a Aspley PRPS (g — 47". 
or hg la suite, que si g, a, B vérifient pwc apei! i 
ae = = BB — — = t transforme les substitutions 
æ wy ,_|® ey 
nay y oz |’ ae y —e sz | 


respectivement en 
Aa 


va TZ 


yy} 


eee 


y -yl 


Nous supposerons que les variables de À sont liées à celles de € par 


: I ; I 
ty a si FPE, g=— oo,” aa ge" BP—=— >» 
(EE Er ra Sa 
VEZ= AG Ski + BY 22, TS FAT 
Tir. si NT: 


17. Je dis d’abord que toute s,s de A est conjuguée d'une s, du 
diviseur À correspondant, dans A, au p. p. c. m. (abélien principal 
d'ordre 2") À. des |3;, — 3;| = À; de E, ou au p. p. c. m. A, de H 


Li Wyi Ti Yi 


des = 


= MN, GES = 


à = TiMi, -w, et 
yi ota 


Ji — way 
de À, st n est impair ('). On remarquera que le changement de variables 
indiqué a la fin du n° 4 transforme p, et u, respectivement en À,4_, 
et À, (qui ont la forme canonique), et que mu, = mx, _, = dy. 

En effet, sis déplace tous les points, elle coincide avec d =A, Ay...A,, 
puisque sa forme canonique est évidemment d, et que d est normale 
dans L. Soit donc sd, et par conséquent fixant au moins un point. 
Or, en désignant par g, l’ensemble des points vérifiant a =A, À par- 
courant C e (il est clair que la relation a = À reste inaltérée dans tout 
changement de variables), on a vu (II, 1) que A a x systèmes d’intran- 


vj 


J'i 


Xj 


(*).On a posé (1,5, 5) t— 


Ji PT; 
; et Nip = 
— À : 


yi Pye | 
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sitivité, qui sont les q, le degré de go étant su —=[7"—(—1)"] 
[rt — (— 1)""‘], et celui dep (A Æo)étants,,= 17"! —(—i) rm". 
D'après l'énoncé, s fitera au moins un point hors de q,; mais, pour la 
démonstration, nous devons distinguer deux cas. 

Supposons d’abord que s fixe au moins un point hors de g,.Commes 
est permutable à [1] qui permute circulairement les g,(A 0), s fixe 
au moins un point de chaque g, (A 0). En prenant alors les variables 
qui ramènent a à la forme canonique ¢, on peut supposer ques est dans 
le diviseur X, de E qui fixe le point (1, 0, ...,0) de q,. Dans toute 
matrice (a,;) de X,, les éléments a, ...,%,, sont nuls. Les équations 


Dd eit fen (1, 3) montrent donc ici que les matrices de X,, si l’on 


i 
y néglige la première ligne et la première colonne, sont celles du. 
groupe E, de la forme €, — € —z,z,. La sous-matrice s,, ainsi déduite 
n 


de s, est d’ordre 2. Cela résulte des conditions d'ajan— Ex, jointes 


à Oy,—=...= 4, =0. On peut admettre le théorème pour E,, qui 
comporte une variable de moins. On peut donc, en transformant au 
besoin s dans E, supposer que s, est une matrice diagonale formée 
d'éléments égaux à +1. Alors les équations Zaxdy— Em (1,3) 
donnent «,,— 0. Le théorème se trouve donc vérifié pour E, et il est 
évidemment vérifié pour 7 = I. 

Supposons maintenant que s ne fixe aucun point hors de qo, donc un 
point au moins de g,. Prenons les variables qui raménent a à la forme 
canonique w~'h, et par suite À à H. Alors on peut supposer que s est 
dans le diviseur X de H qui fixe le point (1, 0, ..., 0) de gs. 

On sait (II, 3) qu'une telle s, a la forme a,o, «, étant dans le 
groupe H, delaforme h, =h— (x,y, — ¥12,) (sin =2, on feraH,=1), 
et & étant dans le p. p. c. m. P des substitutions Vises Usigs Urogs 
u,h (k= 2,..-,¥3 @ parcourant 7 et À parcourant €) ('). Comme 
ND ty or Se PE — 


(1) Je rappelle ici les définitions (les variables non écrites restent inaltérées ) : 


7 Li Lit OX F Ti Lieve | 
Vike = 5 ? Up = Sue 
VRETRETPTI Th ERT PY! 
x «+ 6Yk ; 1 : ; 
Ux09 = : < Sie ls Uxog = 0, Si n—=0; 
ZE Le—wpxe  —Pppryyk 


ie a= [iki ep À Ti |- 
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s=1, où wc "a, eb que a est permutable àuP, ajrest 
dans P. Or H, est premier à P (II, 3). Donc a =1, et {a,, © & | est 
_ diédral, & étant d'ordre impair. Donc s=«,@ est conjuguée de 
_ai(E, oe We on peut admettre que «, est nae acral d’une s, de 
{toy me, ...}, qui divise A,. 


18. Toute s, de A° est conjuguée, dans A°, d’une s? dup. g. c. d. Ay 
de À et A°. (Le p. g. c. d. A? de A., E° dérive évidemment des A;A;, ou 
seulement des A, A4, car le produit de À, À, par A, A, est AgAr, ...; le 
p: g-c. d. A? de A, et H° dérive donc des p., yx, u.,1,.) On le voit de 
même, pour n > 2, en remplaçant X, et X par leurs p. g. c. d. respec- 
tifs avec E° et H°, A° ayant alors les mêmes systèmes d’intransitivité 
que À (II, 3). 

Pour n = 2, la seule différence est que q, se partage en = +1 sys- 
tèmes, permutés circulairement par [7]. 


19. Toute s, s< d de H' est conjuguée, si n est impair, d’une s, de A), 
(alors H' n'a pas de $, hors de M), et, si n est pair, d’une s, de {A,, 9}, 


H—1 


3 a Tr — Xf 
en posanto =" * = IIo, où vo, — 


A ('). On remarquera que 
Nk k 


le changement de variables (1) transforme 9, en 


Zk— — S%2 
=| 1 5 “24 
Sok ie oo sh, 
igs sd di... W=. Les conditions «z= +1, 63—- ! 
og = 57 donc? en 4... v=. Les conditions ax = 5° PB=- 5 
* . ÿ . 1 . i , , ‘ 
équivalent à ax — -; gg ——1. On peut dès lors énoncer le théorème 


pour le groupe E. 

Supposons d’abord que s fixe au moins un point hors de q,, c’est-a- 
dire, comme précédemment, un point de g,. En prenant les variables 
qui ramènent a à €, on peut supposer que s est dans le diviseur X’ de E’ 
qui fixe le point (1,0, ...,0) de g,. Comme E est isomorphe à son 
constituant transitif de champ g, et E’ à son constituant transitif 
dont le champ est formé des x — 1 q, autres que q, (Il, 1), on a 


(1) Jerappelle que H’= | H, y }, + étant la substitution qui multiplie chaque +; old 4 0 
par U™+1(= t) et ro 7 par t sans altérer les y;(I, 2). 
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(he hi sin (Eh, X= (re 71}; Comme CE’; E)=a7—1, on 
voit que X, = X,, en sorte que s est dans E, donc (17) conjuguée 
d’une s, de A.. 

Supposons maintenant que s ne fixe aucun point hors de g,. On 
démontrera le théorème comme au n° 17, en prenant les variables 
de À, et en remplaçant X par X’={X, <;'y7,j} (JI, 3) et A, par 
SA =, —{A,,7;'ys) (‘). Comme 7,'y7, est permutable à A, et 
P (II, 3), l'égalitéX'—{A,,P,7,'yT,}—{T;"A;",P} peuts’écrire 

Nose Aye Pert A, te Ay ty) Tk 


On devra donc remplacer «, par «, = %,7,' 771, et l’on verra que s est 
conjuguée de «,. Or, a, étant dans A, et x, d’ardre 2, multipliant / 
par 1, onay‘=9¢',/=o ou 1. D'autre part, r;'A 7, étant isomorphe 
à son action sur les variables de h,, on peut admettre le théorème pour 
ce dernier groupe, c’est-à-dire que l’action 3, de «, sur les variables 
de À, est conjuguée, si n est impair, d'une s, de A,,, et, sin est pair, 
d'une s, de {A,,p3...0,}. Si 3, conserve h,, [= 0, a, — 0, est dans H 
et <d (elle laisse æ, et y, inaltérés) donc (17) a,, et par suites, fixe 
un point hors de 9° contre l'hypothèse. Donc 3, multiplie À, par —1 
et nest pair; donc /=1. Alors 8, est conjuguée d’une s, de A; p...9, 
et t,'9,7, d'une s, de A,_,,9,. Donc x; est conjuguée d’une s, de A,9. 


20. La conjuguée dans A, d’une s, de E peut, par une permutation 
des 3; (qui est dans E), étre transformée en 1 ,= 1. (.=d). Comme 
Let J. n’ont pas la même forme canonique pour ré ry lés in rèpré- 
sentent n classes distinctes dans E’ comme dans E; et ces classes sont 
toutes les classes de E. Les v Z,, représentent toutes les classes de E°. 

Les s, de H’ qui sont hors de H sont conjugués des s, de A,9. Or 
une s, s de A,9 est nécessairement le produit par 9 d’une substitution 
de A, permutable à +, c'est-à-dire dont l’action sur æ,, yx soit permu- 
table à o. Donc s est dans Dg, D étant le p.-p. c. m. des d,. Comme 
TE Or T= A Pip ON peut transformer s en © par un produit convenable 
des =. Donc, A’ n’a, hors de A, qu’une classe de s,, représentée par 9, et 
qui n'existe que pour n pair. 


(1) Le groupe A =! Aa, 75 (HE, 3; 1, 2) laisse la seconde variable », inaltérée, C'est 
done ti A Fi qui laisse la seule variable +, inaltérée. 
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21. Cherchons les normalisants N, N', N°, A, A’, A’ d’unes,s de A’. 

Soit s=/,(a=e). N est le produit direct du groupe E' de E, 3;3; par 
le groupe E* de X!.,,3:3; [cf. (3)]. Il est clair que N'— x N[z’|*. 

En désignant par BE’ le diviseur de E' formé des substitutions de 
déterminant 1, en posant |z,,/3,-|= 81» | 3. J 401 = 82»; on a (I, 2) 
Ei— "Et gt. D'où N°— XE'°E3 gs". | 

Soits =o (a=h, n= 2%). Dans toute substitution « de H'(2v, =) 
permutable a 9, la matrice des «,, et celle des B;, [avec les notations 
de I, 3] sont nulles. Soient ¢ la matrice des a, o celle des G;,. L'une 
des deux matrices 9, a peut être prise arbitrairement; l’autre est alors 


déterminée par les relations (6) de I, 3 qui donnent ici 


v 


ie Gs si <k "2 
Sp en CNET: VJ; KE ev) 


El 


ou bien 65 — fe, e étant la matrice-unité d'ordre v, d’où c= fo’. 
Donc N'est isomorphe au produit direct de L(y, x?) par un g._, cyclique. 

N, p. g.c. d. de N'et H, est formé des « où c=", et est par suite 
isomorphe à L(v, x). Comme y est évidemment permutable a9, ona 
N'=iN, yYI=2S CNY. 

N°, p. g. c. d. de N et H°, est formé des à où |x| —|9||5|—1,c’est- 
à-dire où |o|=|¢| est réel. On a évidemment N = Y*N°m/. 

Ainsi les systèmes de restes de N et N'modN° sont aussi des sys- 
tèmes de restes de A et A’ modA° [I, (2)]. Donc, quel que soit s, ses 
conjuguées dans A' s'obtiennent en la trans formant par A° [on le savait 
déjà quand s est dans A° (18) ]. 


22. Détermination des s, de (= &'). — Soit s une substitution de 
A telle que (s) soit une s, de CL. s? est done dans J, et, si s?= Flt 
s[7,"] est une s, de A’ qui multiplie a par (— 1)‘. Done les s, de sont 
les s, Ad de A' où Von regarde les variables comme homogènes. Elles sont 
done conjuguées des (1,) sin est impair, des (1,) et de (4) si_n est pair. 
.Dans ce dernier cas, on peut remplacer pparu=o[7.]—= Im; —j,, 
qui est dans H et 4 par u.= Uf 7, | qui est dans E. 


23. Il reste à étudier la distribution en classes de ces s, de A. Or 
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sia et o’ sont deux s, de A’ non conjugués dans A’, (c) et (o’) ne 
peuvent l’étre dans & que si o’ est conjugué dans A’ d’une s, de la 
forme o[z*] qui est nécessairement od. Il est clair d’ailleurs que 
dl, = II",,A; est conjuguée dans A de J,_,. D’autre part, on a vu que Ÿ 
n’est conjuguée d’aucune J, dans A’. Il en résulte que (4) ne peut être 
conjuguée d’une (/,) dans &. 

Donc les classes de s, de & sont toutes représentées, si nest impair, par 

i nes? ; 4 n 

les (1,) où r < => st nest pair, par les (L)oùr£= et (v). 


24. Cherchons les normalisants respectifs It et 97° dans &'(—') 
et &° d’une s,(s) de &. 

Soit « une substitution telle que «—'sa —[+"]s. Comme s° est dans 
I’, on voit, en élevant cette relation au carré, que #?*—1; d’où 
Di Hr. Si '— 71, « est dans N. Si 2*— 1, a est dans N, 
etar!sa— ds. 

Soit s— {, (a —:). Si a" {x = dh, l.aautant de multiplicateurs — 1 
que de multiplicateurs +1; d’où n = 2v, et r=v, et la relation 
l,a = dal, exige, on le voit directement, que « remplace les v premières 
variables par des fonctions des y dernières, et inversement. Donc si n 
est impair, ou sin = 2, avecr Av, A —(N)et N— (N°). Sin —2y 
et r=vy, on a IL=(N+NO), € étant la substitution qui échange zi 
ER 3y,i, pour t=1,..., Y. Si y est pair, ¢ est dans E°, et l’on a 
N—(N° + N°). Si v est impair, € est hors de E°, et l’on a 

T+1 


IY = (N° + Ne, : r), g» ayant le sens indiqué au n° 21 (le carré de 
T +1 
g, Cest dans N, ) ELU Ve, Dates) 
Soit s—u (a = h, n= 2v). Sia-'ua = dy, il faut, on le voit direc- 
tement en écrivant cette relation sous la forme ua — dan, que « 
remplace les x; par des fonctions des seuls y;, et les y; par des fonctions 


Ti Ji 
He Ci, 6)| on a 


N—(N+Nz), A—(N°+N°<), et, comme précédemment, 
Der CCM) - 


des seuls z;. Donc en posant Ir; |7;— 


(1) Cf. 1, p. 286-287 en remplaçant m par g» et, selon les cas, A’ par N’, {N’, C} ou 
{N’, dnt} ={N’, 6}, A par Nx, {N, ¢} ou {N, dnt )={N,t},A° par N°, {N®, € } ou 
{ No, dat }- 
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Comme, pour toute détermination de s, le système de restes de 
It mod IU’ est aussi un système de restes de & mod&?, on voit que, 
quelle que sort s, ses conjuguées dans À s'obtiennent.en la transformant 
par €. 


25. Cherchons enfin ceux des représentants (4) et (u.) qui sont 
dans &°. Pour que [s] soit dans A*=—A,J/J, il faut et suffit que s, 
supposée dans A, soit dans A°J, c'est-à-dire qu'il y ait une puissance 
j' dejtelle |[ 7” ]s|=r. 


T+1 
UN Po —— 


Soit d’abord s=J,(a =), cette condition s'écrit; 2 =1; d'où 
ny +r = :(r +1), ou ny = (23—r)=—. Soit 2 le p. g. c. d. 


? TT ' ur ne . 
den—nn et —-=ny7t’. L'égalité précédente exige que 2:=r mod’. 
2 


Si n' est impair, cela est toujours possible. Si n' est pair, il faut que r 
soit pair. Donc, si n' est impair, toute (l,) est dans &°; si n' est pair, 
(1) est dans ° toujours et seulement st r est pair. 


II. — Groupe gauche. 


26. L’étude des s, de G et G’ est toute semblable à celle des s, de H 
et H' pour n= 2y, avec cette simplification que, G étant transitif, 
toute s, de G’ est conjuguée d’une s, de X ou de X’. 

On verra donc, par recurrence comme au n° 17 (cf. II, 10), que 
toute s, de G est conjuguée d'une s, de D—\d4,,...,4,}(1) (16), et, 
par suite, que G a y classes de s, représentées par les y substitutions 
d,d,...d,=d,,.,, dont les formes canoniques sont toutes distinctes, 
et, comme aux n® 18 et 20, que G' n’a, hors de G, qu'une classe 


T—1 


de 5, représentée par 9o=y * , les classes de s, de G étant en méme 
temps des classes de s, de G'. 


27. Désignons par N et N’ les normalisants respectifs d’une s, s de 
G' dans G et G'; par G' et G* les groupes respectifs des formes 


(1) On sait que G(2, 3) = U(2, rx) =H(a, x) (I, 5, 19) n’a pas Mautre s, que d. 


re 
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Yi (aiy,— vit) et ZY, (wiyi— yiæ); par G'' et G” les groupes totaux 
(I, 1) de ces deux formes. 

Soit s—d,__,. Alors N= G'G? et N’=G"'G? = ZEN y" (cf. 21) (1). 

Soit s — +. Alors N’ est formé des substitutions « où la matrice des 
x. et celle des B;, (en employant les notations de IJ, 17) sont nulles, et 
où celle ¢ des a, est liée à celle o des 3;; par la seule relations = fe, 
f étant un élément arbitraire de € (cf. 21). Donc N'est isomorphe au 
produit direct de L(v, 7) par un 8. cyclique. N, p.g- c. d. de N’ et G 
est formé des « de N’ où c=o-", et est par conséquent isomorphe 
à L(y, 7). Ici encore N'—=X "NY". 

Comme, pour toute détermination de s, le système des restes de 
N' modN est aussi un système de restes de G’ mod G, les conjuguces 
dans G! de toute s, de G' s’obtiennent en la trans formant par G. 


Détermination des s, de G’. 


28. Soit s une substitution telle que (s) soit d’ordre 2 dans G’, 
c'est-à-dire que s?=[v”]. 

Si m= 2h, je dirai que s et sa classe sont de première espèce. Alors 
s[:-"] est une sy de G’. I suffit donc, pour obtenir toutes les s, de 
première espèce de G/, de regarder les variables comme homogènes dans 
les s, de G’. Il reste à étudier leur distribution en classes. 

Si cet s' sont deux s, de G’ non conjuguées dans G’, (5) et (a!) sont 
conjuguées dans G toujours et seulement si s’est conjuguée, dans G’, 
d’une substitution de la forme o[:"]. Comme les multiplicateurs dea 
et o’ sont +1, il faut que [#]—d; donc il faut et suffit que o' soit 
conjuguée dé od dans G’. On peut supposer (26), que s est une d,__, 
ou 9. Comme NG y a EP transformée par II’, ,T;,-i+1 (°) en 
d,....v-ry celles des classes de s, de G’ qui correspondent aux s, de G 


t A v , 
peuvent être représentées par les (d,...,) où r£=- D'ailleurs ? et do, 
ayant y multiplicateurs égaux à —1, ne peuvent être conjuguées, 
D 


(1) Comparer Dickson : Linear Groups, n° 120-122. 
(2) Je rappelle que Tie échange 2; ct x, yi et yr en laissant les autres variables 
inaltérées (I, 28). Cette substitution est évidemment dans G. 


16 
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4 v . . . 
dans G', d’une d,. ,oùr< > quien a 2r. Si v=2m, d,,..n à bien 


y multiplicateurs égaux à —1; mais, comme elle est dans G, elle ne 
peut être conjuguée ni de + ni de dp qui sont hors de G. Donc les 
classes de s, de première espèce de G' peuvent étre représentées par les 


(dy... jr) Ours : et (œ). 


On voit de même que (a) et (o’) sont conjuguées dans G toujours et | 


seulement si a’ est conjuguée dans G de a ou de ds. 


Donc les classes de s, de première espèce de G qui sont dans G peuvent 


étre représentées par les (d,,...,,)oùr< = qui sont toujours dans G et(œ) 


.. 


st (2) est dans G. Or pour que (9) soit dans G, il faut et il suffit que 
‘ T—1I1 
4 


Ainsi (¢) est dans G ou hors de G suivant que + est ==1 ou 3 mod 4. 


soit entier. 


| +"] soit dans G, donc que “= — 1, donc que k= 


On remarquera que u—{[e]?— IT m,. est conjuguée de + —IF7; 

(I, 6) dans G(n, =) ou seulement dans G(n, =?) suivant que = 
DV; TLTi— EV, 

est ==1 ou 3 mod4. Car, en posant 3;— d’où 


I 
3 Ji =(— eaxi+ yi) . 


foes , 8=II' 8; transforme = en vu. (uv est la forme 


Ji — EL: + Ji 


canonique de =). St donc + —=1mod4, (2) et (7) sont deux s, de 
première espèce conjuguées dans G. Si r =3mod4, (+) est toujours 
dans G, mais n’est pas de première espèce. 


29. Sim—2h +1, je dirai que (s) et sa classe sont de deuxième 
espèce. Mais, dans G'(n, r°), (s) est de première espèce. Soit donc o 
une des s,, d, .., ou 9, convenablement choisie, considérée comme 
appartenant à G'(n, 7°); (s) sera conjuguée de (5) dans G'(n, r?).11 
y aura donc, dans G'(n, r°), une substitution ¢ telle que, pour une 
valeur convenable de #, [v“]<-'sZ soit égale à s. D'ailleurs & est 
0 mod r+ 1, sans quoi s?—[:*] serait de la forme 12", et (s) serait 
de première espèce dans G(n, =). Les multiplicateurs de s sont, comme 
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ceux de[1“*]5, de la forme + +. D'ailleurs, s étant réelle, ses multipli- 
cateurs sont conjugués deux à deux. Donc il y a autant de multiplica- 
teurs + * que de multiplicateurs — 7, et —1'"— 1". Donec: 1°¢a 
autant de multiplicateurs — 1 que de multiplicateurs +1, et, si v est 
Popeyes So isin v= one = ous dus 2 oka la forme 
(24 + SE Vh— ÿ1,. En prenant au besoin t*s pour s, on peut 
supposer que À — 0. | 

A chaque détermination de 5 répond une classe de (s). Soient en effet s 
et s’ deux conjuguées réelles, dans G’(n, x”), de [t,]¢, en sorte que 
C'oF =s[0,'], Col =5'[1,' ]. D’après ce qu'on a vu (27) s'[t,'] est 
une tranformée de s[1,'] par G(n, =”) [et non pas seulcment par 
G’(n, x?)]. Il y a done, dans G(n, =”) une substitution « telle que 
sa — as’. Donc les coefficients de « sont proportionnels à des nombres 
réels. Soit «—[o]|a', «’ étant dans € et p étant un facteur de propor- 
tionnalité. « multiplie a par ¢~?, et, d’après les relations fondamen- 
tales (I, 17), o? est réel. Donc a’ est dans G’(n, x), et, puisque sa — as’, 
on a aussi sa’= a's’ en sorte que s’ est conjuguée de s dans G'(n, =), et 
par suite (s’) de (s) dans G'(n, 7). 

Si v= 21m, les deux déterminations 9 et d,,...., de o fournissent deux 
classes distinctes de (s). Car, sans cela, d, M" serait conjuguée, 
dans G(n, 7), d’une s, de l'o, qui ne pourrait être que do. Or d,,...., 
est dans G(n, x?) et dp hors de G(n, =”). 

Ainsi, sé v est impair, G'(n, %) n'a qu'une classe de s, de seconde 
espèce, représentée dans G(n, 5°) par (2); st v—2m, G'(n, =) en a 
deux classes, représentées dans G(n, =”) par (9) et (dy... m)« 


30. Cherchons maintenant des représentants des classes de s, de 
deuxième espèce (s) de G(n, x) et de G'(n, =). 

Soit (s) dans G = GI/I. Alors s est dans GI, et, en prenant au besoin 
une substitution de Is pour s, on peut supposer s dans G. On a alors 
s’— d. Et pour que (s) soit de seconde espèce, il faut que — 1 soit non 
carré, donc que r = 3 mod4. On sait (29) que l’on a fade", 
o ayant l’une des déterminations d, _,, (siy— 2m) et o. Donc [t'to]o 
est dans G(n, 7°). Comme [1’1, ], qui multiplie a par t°*~', est hors 
de G, il faut que o soit aussi hors de G, donc c= 9. Comme s°— d, on 
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a (t't,)?==—1, donc t':,=+¢. En prenant au besoin ds pour s, on 
peut supposer que d1,—e€, en sorte que (28) on a C-' pC =s. Or (28) 
est conjugué de p. dans G(n, r°). Il y a donc, dans G(n, r?), une 
substitution « telle que sc a7. Donc, s et + étant réelles, les coeffi- 
cients de « sont proportionnels à des nombres réels, et «=[¢]@’, 
a’ étant dans €, et ¢ étant un facteur de proportionnalité. « multiplie a 
Hire 5. et, d’après les relations fondamentales, 5° est réel. Si 9? est 
carré dans €, ¢ est réel, et « dans G(n, x). Donc s et = sont conjuguées 
dans G(n, 7). Si 9? est non carré dans €, «’, qui multiplie a par p”, 
est dans G’(n, 7) y (I, 16), ou, en posant 


LL} qi 
i Pre es Hero ea À 0 — IT 6, TU) 
dans G’(n, x)y (8 est dans G). Or y est permutable à +. Si donc 
a’ == a” y', «” dans G”, la relation sa = a7 devient sa” = a’, c’est-à-dire 
que set + sont conjugués dans G’(n, 7), donc (s) et (+) dans G(n, =). 
Donc G a des s, de seconde espèce toujours et seulement sir = 3 mod4, 
et elles sont toutes conjuguées de (7). 


31. Soit maintenant (s) dans G’ hors de G. Alors s est dans G’ hors 
de G”, donc dans G’y, et, en prenant au besoin une substitution de Is 
pour s, on peut supposer que s multiplie a par t, et est par suite 
dans Gy. Alors s?, qui est dans I, multiplie a par ?, done s°—[ +1]. 
Mais, si s*—[—:1}], pour que s soit de seconde espèce il faut 
que 7 =1mod4. ~ 

Or on sait (29) que l’on aC-'[1*t, ]oJ = 5, o ayant l’une des déter- 
mination d,,...,n (siv= 2m), et >. Alors|t*t, ]odoit aussi multiplier a 
part. Or,sis—9,[#t,]9 multiplie a par —:”*', qui doit être égal 
à +3 donc = — 1, donc r =1 mod4, et  ——+e, La relation consi- 
dérée donne sf] = fuit} let) Sioo= dis 
[t1d,.., multiplie a par *+!, qui doit être égal a1, donc = 1, 
= + +, La relation considérée donne s°— ess [rl 

Il reste à déterminer, pour chaque classe, les substitutions s 
dans G'(n, =] et € dans G'(n, 7? LE 

Soit d’abord 5 — + (done 7 = 1 mod 4, À — [+ <], s°=[—1). Sup- 
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posons d’abord n = 2, et prenons, par exemple, s = 77. On aura 
(1) CL ee] oo =ty 


(ici t = 7,) (28), en posant 


en Li Es 
de élu ts Pile te )— Æ—Yÿ | 
jou Re 


a, = (x, ae ti) 
C= (LE 


I 
J'i the 472) 


Pour = —2v', on obtient la même formule en multipliant les for- 
mules analogues relatives à chaque couple où 9, +, y, ¢ auront été 
Hi bX, 
ViVi 
seconde espèce correspondant à o=9 est donc toujours représentée par (cy). 

Soit maintenanto—d,,.,(doncv=2m, v= +1, s°?=[+]). Sup- 

Ti tY2 


remplacés par 9;, Tis Yi = 


4 = l 
» Gti | Jit. La classe s, de 


posonsd’abordn = 4. On peut prendres =d,,T, ty = os he (28) 


(ici 7 = 7,72, Y= Yi Y2). On aura C'[t, ]d,C =d,T,. Ty en posant 
H, AL, + bos 
V4 a —1 
Cie CT EE =Y WU (w—2) (). 


La 2La+ lo) 


Ve Vel 2hy Pi 


Pour n=4m, en multipliant les formules analogues relatives à 


chaque système de quatre variables 2x1, Voir Lair Vois OU di, 
PA Ts Le D gs De LS Ge 

(:) On peut chercher, par la méthode des coefficients indéterminés, la substitution 
générale « de G telle que 5° — (ay) =[-— 1], c'est-à-dire telle que sy = [— 1] y'a t. 
Comme (s) est alors une s, de seconde espèce de G’ hors de G, on sait « priori qu’elle est 
ici conjuguée de (9) dans G'(2, 7°). La forme générale de € peut s’obtenir aussi par la 
méthode des coefficients indéterminés. Les choix faits ici, parmi les formes possibles, de s 
d’abord, puis de £, sont évidemment arbitraires. 

(2) On peut, comme précédemment, chercher d’abord la substitution générale z de G 
telle que s?= (27 = [+], puis la substitution £. A priori (s) est ici conjuguée de (di) 
dans G'(4, 7°). 


16%* 
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T», 7 y, ¢ auront été remplacés par das) Tasset ee 
Voir Yais (RP OP (VEY ED AV ralhen À Pres, À et posant d' = Il) d,; ;, 
T= Te Lagos tat C= IT (sist ap on obtient 

(2) Éd a’ C= a Ticys 


‘ 


D'où en désignant par T’ une substitution tellequed’/=T'"'d,___,,. 1’, 
et posant T’C’/= ¢, 
(3) cnt ts |, noi. 


…. 


La classe de s, de seconde espèce correspondant à 6 = d,,....nest toujours 
représentée par (d'T ty). 

Ainsi, pour v impair, G! a une seule classe de s, de seconde espèce, qui 
est dans G et contient (7) pour r = 3 mod4, qui est hors de G et con- 
tient (Ty) pour r =1mod4. Pour y pair, G! a deux classes de s, de 
seconde espèce. Pour r = 3mod4, une seule, représentée par (7), est 
dans G ; l'autre est représentée par (d'T+y). Pour r = 1mod4, ces classes, 
toutes deux hors de G, sont représentées par (ty) et (d'T cy). . 

Revenons maintenant à G. Comme G' = G + G(y) (I, 16) et que (y) : 
est permutable a(d,____,,) et à (+), les classes de G' (de première ou de 
seconde espèce) qui sont dans G représentées par (d,..,)et (7), sont 
ausst des classes de s, de G. 


32. Cherchons les normalisants It, IU dans G et G’ d'une s,(s) 
de G/. 

On ne sait pas a priori s’il existe dans G’ « non permutable à s telle 
que «~'sa—=([t"]s. Comme s? est dans I, on a alors, en élevant cette 
relation au carré, "= 1; d’où {= — 1. Si donc « existe elle transforme 
sen ds, donc «° est permutable as. En sorte que, en désignant ici par 
N et N' les normalisants de s dans G et G’, si « est dans G, on a 
IL = (N+ Na), AV—(N' + N'a). Si « est dans G’ hors de G, on a 
IL=(N), WU = (N'+ N'a). Sia n'existe pas, ona IL =(N), IU = (N’). 


’ 


33. Supposons (s) de première espèce, donc s d’ordre 2 (28). La 
relation «sa = ds exige ques ait autant de multiplicateurs + 1 que de 


multiplicateurs — 1. Donc « ne peut exister que sis — 4, __,,(v=2m) 
ou ©. 
S1s— di... m, on voit que l’on peut faire « = 0 = Tim, qui est 


dans G. Ona done AT(N +NO), = (N'+N'O)— 9ù + IU(y)CE, 67). 
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Si s=9, on peut prendre «=T, car T'o7— de. On a donc 
I= (NH NT), OU = (N’+ N's) = A+ ANT). 


34. Supposons s de seconde espèce. La relation «-'dsa —s exige 
_ que les multiplicateurs soient opposes deux a deux : s étant conjuguée 
de [vt.]o, (o=d,, ...,mou ©) cette condition est toujours vérifiée. 


35. Soient s==< et r = 3 mod4. Désignons par N, et N, les norma- 
lisants de o ou de u.=[e]p dans G(n, n°) et G'(n, r°). Comme 
r=8u8 (28), Net N’ seront formés respectivement des substitutions 
réelles de BN.B-', BN,6-'. Je désignerai par M et M' les diviseurs cor- 
 respondants de N,et Ny. Or, d'après la forme trouvée (27) pour les 

substitutions « de N,, ona 


I , ? 
Li 5 Dil Cour + Bi) x — (œir — Bx)eye] 


Bañ— 


I 2 if 
yn 3 Eel (On — Bin)exet (au + Ba) Fax] 


On voit de suite que la réalité de Baÿ”' équivaut à la condition 
Bed On à done, avec les notations du n° 27, o==p. OÜr,.en 
désignant par €, la matrice unité d'ordre v, «9 = fe, donc pp= fe, 
Donc (I, 3), Met M’ sont formés des « où p parcourt E(y, 7) et E'(v, 7) 
(1,2) respectivement. Donc N— BMB-'etN'=— 6M'6 sont isomorphes 
à E(v, =) et E’(y, 7) respectivement. D’ailleurs, en remplacant par 
[]x, 66 est remplacé par 0665, et 00 est quelconque dans €. Donc 
(M’) = (M), et (N’) =(N). 

Cherchons maintenant Jt et IU. Comme 9-'t9=—4, on a 
IU=(N+No), = (N). Done IU = N+ Io) (g esthors de NI). 


36. Soit s— Ty. D’après (1), zy est, dans G(n, x”), conjugué de 
[vt, ]o dont les normalisants, dans G(n, 7?) et G’(n, x?) sont encore 
N, et N,. On a, comme précédemment 5 — p, et N et N’ sontisomorphes 
à E(v, 7), E'(v, ñ) respectivement, et (N)=(N), IU=(N + No), 
N—(N), = I+ Ng). 


37. Soit s— d'Try (v pair). Désignons par G' et G? les groupes res- — 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — AouT 1933. 31 


ae. 
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pectifs de 2 (avin) Yu-1— Y2i-1 Vi.) et de Li (aaj Yu — Yoitæu), par G" 
et G”? les groupes totaux respectifs de ces deux formes. Il est clair que 
l’on a G'=G?, G''=G”. Les normalisants respectifs de d’ dans les 
groupes G(n, 7”), G'(n, 7°), G(n, 7%), G'(n, x?) sont évidemment 
Nv = G'G?, N,— GG", et, d'après (32), 917 —(Na + NaT), 
MU, = (Ni + Ni-T) (on a T-'sT = ds, et T est dans G). 

Si une substitution de G est permutable à s, elle le sera, d’après (2), 
à C'-'d'@’. Donc elle sera dans C’-'N,¢’. De même, si une substitution 
de G transforme s en ds elle transforme {-'d£' en C’—-'dd’Z, donc elle 
est dans Ê'N4 TC —C NAT ( est permutable à T). Donc N, N’, 
At, I sont formés respectivement des substitutions réelles de 
CONG, ONG, Cal", CT Mal. 

Comme une substitution quelconque a» de Ny est le produit d’une 
substitution de G' par une substitution de G?, on a, ¢ et & parcourant 
les nombres 1, 3, ..., 2v—1, 


Zi Ry ein ee+ ax Ya) 
Jr Xe Bi ret+ Bye) 
Lins Zx( Hing koa Choy + Cee TE Vrs) 


Yin 2x( Biss, cet a + Pit kr Yi) 


aq 


On voit que Bu —= Cat se déduit de « en remplaçant chaque 
sous-matrice 


Qik ik Oo Oo 
, 
at) — Bix Bix oO oO 
Ts à 0 
9 0 Œiti,k+i  ita,kti 


0 ce) Biss ,k+1 Biss k+4 


par Bi) = Ci. Gi. On a, en développant, 


I ; t I I t 
= (oi + Bit. +1) ir — + Bins rs =. («i <5 But ki — = (ox — Bi+ 
2 4 Lo 4 2 
L i bse fees: I ik I 
7 Pk 1 Hips k+4 5 (Pix + Hirt, kes) Qty (Bik — ins ,k+4) — bo (FE 3 A a 
Biz OL) k L I 
i i+1.k+1 0 1 t 
Lo (E =e “enter ) à (Bix — Kivs,k+s) a (Bix + Hitt kos ) ao ALES CA 


I ’ I I | PE I I 
Tes aM Bipast+a) — bo (: œix + {Bree ) ie oe deitg Bisse 5 (aux + Bi+1,2 


0 
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Un calcul direct montre que les conditions nécessaires etsuffisantes 
pour la réalité des coefficients sont 


Hing ky — Bik, Cra ke my 7 Bu, 
ref ; 4°3 
Bita ke vi ik Bitte dir. 
On a donc 
ik ik (9 (9 
Bix Biz o 0 
a] 0. o Stk — 7 Biz 
4 
i . 
0 0 —=~Giz ik 


Donc, pour que x= C1 at! soit dans N ou N’, il faut et il suffit, sv 


dy = A, 2, «étant dans G' ou G", que a, = © ‘a-'@ (1, 17), en posant 
o—Imn,p. D'ailleurs N= Coy nm), N= dey TL ANT. 
ve étant la substitution qui joue dans G’(v, z°) le rôle de y dans G’, 
et l’on a (32) JIU=(N ci NT), IU =(N’+ N'T) = + A (TV). 


(A suivre ). 


ee 6 — 


ri, dl 
OUR a 
EL 8. a ce 


} d re ; De e 
B +: J yr 3 Ce Her ve de 
ce a r et tere A œ ARR 


ES DRE ee 
me 7 "1 est 7 è ae”: iN 4 Goes _ » 
care Oy 2 TO gs sree 


er ver | ES nth alae 
à | * 5 FX a old: sh 
7 ay il “Heft 


à on Fin , 
a nur bj Wh ot Fong Ry PACE 
Be =} oe BS as 0 RE TT al 
| us | + 
5 F1 CN . _ 
eee que fees ay se déduit de *. A Teint 
Pes st ee =y > ; ps ‘ L 
4 >, =: £a a 
: *E « | 
E 4 à cr ; 
. 6 me Gee, Ane.) 
\ I 
Peay à a 
aay ~ TES ns si à. € towe epee, 
À 
ne i 
— 2 fl a 7 
| 
+ xf 
SL 
ad: à et 
à ++ 
>" 


RECHERCHES SUR L’ULTRACONVERGENCE 


Par M. Georces BOURION 


Introduction. 


Etant donnée une série de fonctions analytiques qui converge uni- 
formément dans un domaine D et y définit une fonction analytique 
f(a), il peut arriver qu'une suite de sommes partielles de cette série 
converge uniformément dans un domaine plus étendu; on obtient 
alors une représentation de f(a) meilleure que celle d’où l’on est parti, 
en ce sens qu'elle reste valable dans des régions où la série diverge. 
C’est le phénomène de l’ultraconvergence. 

Les premiers exemples sont, à ma connaissance, ceux qu’a indiqués 
Porter dans une Note relative aux séries de Taylor ('). Porter remarqua 
les rapports entre l'étude de l’ultraconvergence des suites partielles 
de polynomes-sections d’une série de Taylor et celle de la répartition 
des zéros des polynomes-sections. R. Jentzsch, dans sa Thèse inaugu- 
rale, montra que les zéros des polynomes-sections s'accumulent autour 
de tout point de la circonférence du cercle de convergence ; il montra 
également que ce théorème peut être en défaut pour une suite partielle 
de polynomes-sections, et forma des exemples d’ultraconvergence par 
une méthode complètement différente de celle de Porter dont ilignorait 
la Note citée plus haut. M. A. Ostrowski établit que, si une série de 
Taylor à rayon de convergence fini présente des lacunes de largeur 
relative bornée inférieurement, les polynomes-sections terminés aux 


EE  ————  ——  ——————————"—————————"—""—"—————"—"—"…"”…"”"”"”"”’”’"—"—————————————< 


(1) Voir la Bibliographie à la fin de I’Introduction. 
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lacunes convergent uniformément autour de tout point de la circonfé- 
rence du cercle de convergence où la fonction définie par la série est 
régulière; il prouva ensuite que toute série de Taylordont une suite par- 
tielle de polynomes-sections est ultraconvergente est de cette forme, à 
une série de rayon de convergence plus grand près. Il signala d’autre 
part ce fait très intéressant que, si la largeur relative des lacunes aug- 
mente indéfiniment, les polynomes-sections arrêtés aux lacunes con- 
vergent vers la fonction dans tout son domaine d'existence. Reprenant 
l'étude des zéros des polynomes-sections, il montra que le théorème de 
Jentzsch reste vrai pour toute suite partielle de polynomes-sections, sauf 
pour des séries ayantlastructure « lacunaire » indiquée plus haut. Enfin, 
il a établi dans un Mémoire plus récent [7] que le domaine d’ultracon- 
vergence peut être absolument quelconque avec les restrictions évidentes 
d’être simplement connexe et de ne point renfermer le point à l'infini. 

A peu près à l’époque où Jentzsch retrouvait les phénomènes d’ultra- 
convergence dans les séries de Taylor, M. Harald Bohr, dans un article 
consacré à la généralisation du théorème de Schnee, formait une série 
de Dirichlet à abscisse de convergence finie pour laquelle une suite de 
sommes partielles converge uniformément dans tout le plan. M. V. 
Bernstein, dans sa Thèse et dans des travaux ultérieurs, a signalé 
l'intérêt de l’ultraconvergence dans les séries de Dirichlet: la fonction 
définie par la série peut être holomorphe dans un demi-plan qui 
contient le demi-plan de convergence; pour une classe très étendue de 
séries — celles dont la suite des exposants a une densité maximum 
finie — il existe une suite de sommes partielles qui représente la 
fonction dans tout le demi-plan d’holomorphie, de manière tout aussi 
commode que la série elle-même à l’intérieur de son demi-plan de 
convergence. 

Dans la première partie de ce travail, j’étudie les séries de Taylor 
pour lesquelles une suite partielle de polynomes-sections admet, à 
l'extérieur du cercle de convergence, une majoration meilleure que 
celle qui est valable dans le cas général, et je montre que cette pro- 
priété caractérise les séries qui ont une structure «lacunaire» au sens 
indiqué précédemment. Ce théorème contient celui de M. Ostrowski 
sur les séries qui ont des suites partielles ultraconvergentes. Étudiant 
les domaines de convergence, extérieurs au cercle de convergence de 
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la série, d’une suite partielle de polynomes-sections, je montre, en 
étendant un résultat de Jentzsch, qu'ils peuvent être pris complète- 
ment arbitraires ainsi que les fonctions limites. J’aborde ensuite l'étude 
des relations entre les domaines d’ultraconvergence des différentes 
suites partielles, puis celle des relations entre les domaines de con- 
vergence d’une suite partielle et la loi de croissance des degrés des 
polynomes-sections qui constituent cette suite. J’établis ensuite la 
continuité de lastructure lacunaire par rapport au point autour duquel 
on fait le développement en série de Taylor. Enfin, jem ontre comment 
[a possibilité d'appliquer à une série de Taylor certaines méthodes de 
sommation est liée à la structure Jacunaire de cette série. 

Dans la seconde partie, je donne des résultats généraux sur lultra- 
convergence pour une classe très importante de séries de fonctions 
analytiques. J’étends ces résultats aux séries de Dirichlet: l’ultra- 
convergence, si elle se présente, n’est pas un phénomene local, mais 
permet de sortir du demi-plan de convergence par tout segment de la 
droite de convergence sur lequel la fonction limite est régulière. 

La plus grande partie des résultats contenus dans ce travail ont été 
publiés dans les Comptes rendus des séances de l’Académie des 
Sciences ('). 

M. Montel a bien voulu s’intéresser à mes recherches et ses encou- 
ragements m'ont été très précieux ; je suis heureux de lui exprimer ici 
ma très vive gratitude. 
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PREMIERE PARTIE. 


LES SUITES PARTIELLES DE POLYNOMES-SECTIONS D'UNE SERIE DE TAYLOR. 


A. — Le théoréme fondamental. 


1. Notations. — }\a,a” désigne une série de Taylor dont le rayon 


0 
de convergence est égal à un; f(x) est la fonction analytique définie 


7 A mem 
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par la série dans son cercle de convergence, & est le domaine d’exis- 


tence de f(x). s,(a) est le polynome-section da: je pose 


Tr(®%)=f(%)—Sn(£), Tap) = Snsp(#) — Sa(z); 


r, est donc défini dans &, r,,, dans tout le plan. |æ| est désigné par o. 
Enfin, il sera commode d’utiliser la notation suivante : toute quan- 


LT a os I I 5 | £ 
tité qui tend vers zéro avec — (ou =) dans le domaine ou sur la ligne 
k À 


que l’on considère, uniformément par rapport à x à l’intérieur de ce 
domaine ou sur cette ligne, sera représentée par ¢,(x) [ou ¢,,(x)]. 
Ce symbole s'emploiera donc de la méme façon que le symbole clas- 
sique o( f ); la somme de deux e,(æ) ou le produit d’un £,(x) par une 
constante est encore un £,(x). 

Les formules sont numérotées par paragraphe; le renvoi à une 
formule d’un paragraphe antérieur est fait de la manière suivante : la 
formule (3) du paragraphe 5 est désignée par (5.3). 

Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie donnée à la 
fin de l’introduction. 


2. Majoration pour les polynomes-sections. — Nous allons majorer 
I : Z { + ET ~ © boulite 
— log|s.(x)|. Soit 6 > 1, arbitrairement voisin de 1; d’après | nee ité 
classique de Cauchy-Hadamard, 


1 
(x) Tim | an |"=1, 


1 
nous avons |a,|"< à pour n assez grand : n > n(è); d’autre part, 


4 
(1) entraîne l’existence d’un nombre K21 tel que|a,|"< K quel que 
soit n; ona par suite, pour n >n(6), 


n(6) 


| sn(2)| $ Lier arr D 


tsæ)l< CONTE 


Supposons que x reste dans un domaine borné extérieur au cercle- 
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unité : 1<e M; on déduit de l'inégalité précédente 


9) Kp not 
ise) <(3p)"| oP a Ss eas | 


Li RS n ba 
do—1 (d9)" Ko—a 


d’où, comme le second facteur reste borné (< e"), 
I ' ae 
(2) = log| $a(7) |< logp + logo + va 


inégalité valable pour n>n(2), ¢21 et borné, et même valable 
pour £>0' pourvu que co’ >t. 

à peut être pris arbitrairement voisin de 1, si l’on n’envisage que 
les valeurs de n supérieures au n(2) correspondant; nous pouvons 
donc mettre l'inégalité obtenue sous la forme 


(3) = log| $n() | <loge + &n(x), 


valable dans la région 921. 


3. Majorations pour les restes. — 1° A l’intérieur du cercle de 
convergence : 


1 
Soit encore ¢>1, arbitrairement voisin de 1; on a |a,| «à 
pour y > n(è); donc, si 76 1 on a, dans ¢ <x, pour r > n(à), 


Ia < Earl" < Z GR = Gp ig 
n+1 n+1 


d’où 


L 
(1) “log|rn(a)|<logp + log + À, 


où est une constante. 
3 ae ‘ Re 1 
La même majoration vaut a fortiori pour -log|r, , |. 
nm dl 

2° Dans un domaine A borné, complètement intérieur au domaine 
de régularité & de f(x) et extérieur à 5 < D: 

On a, dans A, | f(æ)| M; or 

Tn= f — Sn: 


Fra ST FT + |sn|$2max[M, | s,(x)|]; 


RECHERCHES SUR L’ULTRACONVERGENCE. 251 


on a donc pour -log}r,| une inégalité de même forme que (2.2), 
I h’ 
(2) — log|r,(x)|< logo + logo + us 
nv | à é n 
valable pour 3 >1 et tel que © >1, n > n(è). 
3° Dans un domaine A’, qui n’a pas besoin d’étre intérieur au 
domaine de régularité, mais qu’on suppose borné et extérieur à 5 << 4! 
on a de même 


(3) 


Ld 


eae li 
log rn (x) | < loge + logo + ——- 
n+p pap 


4° Dans tout domaine borné complètement intérieur à & : 
Il suffit d'envisager le cas où ce domaine est coupé par le cercle de 
convergence; on prend alors dans la formule (1), ¢=yA, dans la 


formule (2), 6 = A(> 1), et l’on choisit 7, compris entre . et =; = 1; 
ARTE 


alors, dans la partie du domaine comprise dans ¢ €, ona 
I I h ; I= 
= log|ra(z)|<logp + = log À + = pourn>n (VA); 


dans la partie extérieure à p <4, 


{ 


= log|r,(#) | < logp + log + . pour rn>n(d); 


donc, dans le domaine entier, 


LA 


(4) = og rn() |< logo + logà + 2 


valable pour n > (VX), X étant >1 mais arbitrairement voisin de 1. 
Ce résultat peut se mettre sous la forme suivante : 


(5) ~ log| r(æ) | <logp + &n(#), 


valable dans tout le domaine de régularité. 


4, Supposons maintenant que San soit la somme d’une série 
0 


le? 
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lacunaire Ÿ'aÿ x”, présentant des lacunes de largeur relative bornée 


0 
inférieurement, et d'une série à rayon de convergence plus grand : 


p 1 

aSa5- 457) lim| ay |Y=1 
_ Mn 

hm|a"|"= R’ Dae 


ai = 0 pour mz< ving ea Pe PR MES à 


? 


I 


Nz 
Bee à 
ME 9 


Quand, dans la suite, nous emploierons l'expression de série à 
structure lacunaire, elle désignera toujours une série pouvant être 
décomposée de cette manière. 

L'inégalité (2.3) peut alors être améliorée pour la suite partielle | s,,}. 
En effet, si nous posons 


nm n 
ë 
(alae, NE, at tun (2) =>, ay 2", 
0 0 


nous avons 
Sig tt Sage Sans 
or 
AS hy 
d’où, comme 
I 


jy loglsmal< loge + &m (x), 


I \ My. 

7, Sl 8m 1< a [loge + em(x)], 
I 1 : & 

nk og| Su |< 9% logp + &, (x), 


en désignant par 0, le rapport 7“. 
8 par vx ppo oe 
D'autre part, s;; reste borné pour ¢ <R,<R; nous avons donc, 
pour 150 < R,, une inégalité de la forme 


I 
(1) 7, los! Su | < loge + En (x), 


. 
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et par suite 


, 


(2) log sua | mol, LOG RE En } 


où 4 est inférieur a 1. 
Notons également que l'inégalité (1) peut, en utilisant pour s,,, la 
majoration (2.1), être mise sous la forme suivante : 


h 


5,108] $m | < 8 log [8p | + pour nz, > N(d) 


UK 


(à supérieur à 1, mais arbitrairement voisin de 1). 


5. Nous allons montrer que, réciproquement, toute série de Taylor 
pour laquelle l'inégalité (2.3) peut être améliorée est une série à structure 
lacunaire. 

Supposons donc que l’on ait, dans un domaine @ extérieur au 
cercle de convergence, 


I 
(1) 7; 108] sue) | < U(x) + eu (æ), 


U(æ) étant une fonction continue inférieure à loge dans &, et ¢,,(2) 
tendant uniformément vers zéro dans @ (voir § 1) ('). 

Tracons une circonférence : 0 =R, dont un arc mn soit intérieur 
a @ (les points m et n étant eux-mêmes intérieurs à @) (fig. 1); 
loge — U(x) a sur mn un minimum positif h. 


I 
= log| Sn, (2) | — loge 
k 


est donc majoré par — + ¢,,(2) sur mn, et par un e,, (æ) sur le reste 
de I et sur le cercle-unité. 

Considérons la fonction harmonique, réguliére dans la couronne 
1<o<R, qui prend la valeur A sur mn, la valeur zéro sur le reste du 
contour de cette couronne. Sur une circonférence I” intérieure à la 


ee 


(1) Il serait aussi général d’écrire : a log | Sn, |< U(x) à partir d’une certaine valeur 


de k; mais l'inégalité (1) est d'un emploi plus commode. 
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couronne :p—=C, I <c<R, cette fonction a un minimum positif 3 logr, 
r étant un nombre supérieur à 1. La fonction harmonique log|s,,(æ)| 


Fig. 1. = 


~ - 
ee 


n’ayant dans la couronne aucune autre singularité que des infinis 
négatifs, nous avons sur I”, 


— log | Sn, | < logp — 3 logr + én, (x) 
k 
et par suite, pour # suffisamment grand, 

I C 

7, 08! Sm bi log 5° 


Pour le coefficient a,(n <n,), nous avons la majoration classique de 
‘Cauchy, 


Pant So" max) Sa; | 
p=c 


De l’inégalité obtenue pour s,, résulte 


nk 
I Nk c 
— log| a, |<— loge + — log — 
n g| n | = 5 rn 5 r? 


et le second membre est négatif si 


Nz loge ci) 
n c 1 
log 7 


——_____+.—___. 


(1) Il n’est pas possible que log © soit négatif, car on aurait alors quel que soit n 


1 
I 1 . . aus bead 
- log | dn |£— loge < 0, en contradiction avec lim | a, [= 1. 


a 
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iw 
Or 
or 


Si nous prenons 


Ninth Lis loge à 
a ies — +41 À. 
nv 2 as Cc ) 
, A . a 
c’est-a-dire 
e 
log — 
(2) TIRER Ny 
log — 
Sr 
nous aurons 
; L I 
(3) ~log|an|<log- <o. 


Les termes de La, a” pour lesquels n vérifie l'inégalité (2) pour une 
valeur au moins de # forment donc une série à rayon de convergence 
supérieur à 1. Autrement dit, nous pouvons, en retranchant de la 
série donnée une série à rayon de convergence plus grand, faire 
apparaitre des lacunes à la fin des s,.. 


6. Supposons maintenant que @ soit entérieur au domaine d'exts- 
tence & de f(æ).On peut le supposer borné et complètement intérieur 
à &. | /(æ)| est alors borné dans @, et l'inégalité (5.1) est équiva- 
lente à 


I \ ° : ; 
(1) oo NEA 


Considérons alors une courbe de Jordan £, fermée, sans point 
double, complètement intérieure à &, pénétrant dans « et entourant 
l’origine; nous la supposerons choisie de telle sorte que l'on sache 
résoudre le problème de Dirichlet pour l'intérieur de £, et nous 
introduirons la fonction harmonique (x) qui a les propriétés sui- 
vantes : /(æ) est égale à U(æ) en tout point de £ intérieur à @, et 
à log: en tout autre point de £; l(x)— loge reste régulière à l'origine. 
Des inégalités (3.5) et (1) valables, la première dans & tout entier, la 
seconde dans @, résulte 


ee log! rn, | << U(£) + En, (2) 
Ny 


à l'intérieur de £. 
Considérons une circonférence (y)}:e —c, intérieure à # (donc 


17% 
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c<1); loge ia) étant positif à l’intérieur de £ (puisque loge > U(x) 
dans @) est supérieur sur (y) à une constante positive 3 logr (r > 1); 


Fig. 2. ë 


on a donc sur (y), pour 7, assez grand, 
I Cc 
np ios Tn, | < logo — 2 logr = log =: 
Or, pour un coefficient a, pour lequel n surpasse n,, nous avons la 


majoration 
| an | Se” max | rp, | 
p=e 


ou 
I I 
—log| a, |<— loge + —log max |r,, | 
n = n p=è 
ou encore, d’après l'inégalité précédente, 
I Ne e 
= log | a@n| <— loge + x log =; 


le second membre sera négatif si 


Nn loge 
> —— 


(c eta fortiori © est < 1) : 
Si nous prenons 
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c’est-à-dire 


c 
log — 
r 
(2) un 2k), 
log= 
nous aurons 
I 1 
(3) | = log|an|<log = < 0. 


On peut donc de plus, dans ce cas, faire apparaitre des lacunes au 
début des restes r,,. | 


7. Lethéorème fondamental. — Interprétons de maniére plus précise 
les résultats des deux paragraphes précédents, résumés par les deux 
couples de formules (5.2) et (5.3), (6.2) et (6.3): 


Si pour une suite partielle | s,,} de polynomes-sections, on a dans un 
domaine @ extérieur au cercle de convergence l'inégalité 


_@ = loglsu(æ) | <U(w) + En (x), 


où U(x) est une fonction continue inférieure à loge dans 0) : on peut 
indiquer deux nombres k etr, À <1, 7 > 1, NE DÉPENDANT QUE DE OD ET DE 
LA Fonction U(æx), de telle sorte que les termes a,x" de la série donnée 
pour lesquels n appartient à l’un des intervalles hn,< nn, forment une 
série dont le rayon de convergence est au moins r. 

Si de plus ® est intérieur au domaine d'existence & de f(a), on peut 
indiquer} <1 <2’, r > 1, ne dépendant que de @ et de U (ax), tels que 
les termes de la série donnée pour lesquels n appartient à l'un des inter- 
calles \n,< n<\n, forment une série dont le rayon de convergence 
est au moins r('). 


8. Revenons sur la démonstration de la seconde partie du théorème 
précédent; nous allons la modifier de façon à éviter l'emploi de la 
courbe £. Donnons-nous le cercle (y):p =¢, ¢ <1; traçons une suite 
RE —— — 


(1) On observera que dans ce cas, la suite { Sra | est ultraconvergente, d'après le pre- 
mier théorème de M. Ostrowski énoncé plus loin (§ 9); le domaine d’ultraconvergente 


ne s'étend pas nécessairement jusqu’au domaine ®. 
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de cercles C,, C:,...,C, complètement intérieurs à &,tels que chacun 
coupe le précédent, C, pénétrant dans @ et C, entourant (y) (fig. 3). 
Nous considérons la fonction harmonique w,, définie et régulière 
dans C,, qui prend les valeurs loge — U sur les ares de C, intérieurs 
à ® et la valeur zéro sur le reste du contour de C,. 
Nous déterminons ensuite #,, harmonique et régulière dans C;, qui 
Fig. 3. 


prend les mémes valeurs que w, sur l'arc de C, intérieur à C, et la 
valeur zéro sur le reste du contour de C,. De la même facon, nous 
déterminons successivement uw, ..., u, ,, 4, On verilie de proche 
en proche, à partir de logs —U © 0, que u,, us, ..., u, sont positifs 
dans les cercles C,, C., ..., C, où nous les avons définis; uw, a par suite 
sur (y) un minimum positif 3 logr, r étant un certain nombre supé- 
rieur à 1. 

D'autre part, on constate de proche en proche, à partir des inéga- 
lités (6.1) et (3.5) vérifiées respectivement dans @ et dans 6, que 
l'on a dans dans C, 


7, 08! rn, (2)| <logp — uy(x) + Een (2). 
En particulier, on a sur le cercle (y) 

I 

77, 108| Pne(©) |< loge — 3logr + e,(2), 


et le raisonnement s'achève comme au paragraphe 6. 
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On peut transformer de la même manière la démontration du para- 
graphe 5, pour éviter la résolution du problème de Dirichlet relatif à 
une couronne circulaire. On introduira pour cela une chaîne de 
cercles C,, C,, ..., C, tous extérieurs au cercle-unité, de telle sorte 
que C, pénètre dans ®, que C,(a >> 1) coupe C,_,, et que la circonfé- 


rence (y) soit entièrement recouverte par C;, CRT hig OF pat 0 
(fig. 4). 

On voit ainsi que le théoréme du paragraphe 7 peut se démontrer 
par des considérations très élémentaires : il suffit de faire appel au 
théorème sur le maximum d’une fonction harmonique, à l'intégrale 
de Poisson et à la majoration de Cauchy pour les coefficients. 


B. — La convergence des suites partielles de polynomes-sections. 


9. Les théorèmes de M. Ostrowski ('). — Les deux théorèmes 
de M. Ostrowski sur les séries de Taylor qui ont des suites ultracon- 
vergentes de polynomes-sections se déduisent immédiatement, le 
premier de l'inégalité (3.5), le second du théorème fondamental. 


Le PREMIER THÉORÈME : Su la série La,x” présente une infinité de 


——— 


(2) A. Osrrowski, [1] et [3]. 
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lacunes de largeur relative bornée inférieurement : a, nul pour 
n<n<m, m>An, À >1, la suite {s,,} converge uniformément 
autour de tout point de la circon férence-unité où f (x) est régulière. 


Supposons /(æ) régulière dans un cercle (y) entourant un point a 


Fig. 5. 


de la circonférence-unité, et même dans un cercle un peu plus grand. 
Sur l’arc mqn de (y), nous appliquons à r,, l'inégalité (3.5) 


[ } 
7,108! rue) < log p Eng (2), 
d’où 


(1) 5 —log| rn, (x)|< = 


logp + Em,(2) ; 
Mm ‘i $e my ); 


sur l’arc mpn, l'inégalité (3.5) appliquée à r,, = r,, donne 


I 
(2) — log| rn, |< logp + Em(x), 
my 


Considérons la fonction u(a), harmonique et régulière dans (y), 


qui prend les valeurs logo sur mpn et ; loge sur mgn; elle est infé- 


rieure à logo à l’intérieur de (y); elle est donc négative en a 
(ou p—1); soit u(a)——4h; on peut trouver un cercle (y,) de 
centre a suffisamment petit pour que u(æx) soit inférieure à — 2h 
à l'intérieur de (y,). Comme les seules singularités possibles de 
log|r,,(v)| dans (y) sont des infinis négatifs, (1) et (2) montrent 


que log|r. est inférieur à u(æ)+e,,(æ) dans (y); on a donc 
dans (y,) 


l ! 
iii log | Tate) | T— 2 h + Em, (2), 
k 


he 
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d’ x = 
où, pour m, assez grand, 
I 
| an el HE) | << — h. 


La convergence uniforme des s,, dans (y,) en résulte immédiate- 
ment (‘). 

Nous pouvons présenter autrement cette démonstration. Considé- 
rons un domaine E, complètement intérieur à & (& peut être recouvert 
avec une infinité dénombrable de cercles ; on peut former E, avec un 
nombre fini de ces cercles); soit G,(a) la fonction de Green relative 
au domaine E, et au point O, c’est-à-dire la fonction harmonique qui 


est régulière dans E, sauf à l’origine où la différence G,(æ)—log= 


reste régulière, et qui prend la valeur zéro sur la frontière de E,. Si 
nous cherchons à utiliser pour r,, la meilleure des deux majorations 
(1) et (2), c’est-à-dire la seconde à l’intérieur du cercle de conver- 
gence et la première dans le reste de E,, nous sommes amenés 


< I s À : 

à comparer = log|r,,{ à la fonction ¢,(a) qui est harmonique 
$ oe : “7p. I > on 

dans E,, sauf à l’origine où la différence ¢,— log: reste régulière, et 
: I i és 

qui prend les valeurs ;loge sur la frontière; cette fonction est 

I i I 
Te 4 a lp L 
C= ; loge us € Le i) G,(æ). Formons 108 | Fae ¢,; cette fone 


tion est harmonique et régulière dans E,, sauf aux zéros de7,,, où 
elle a des infinis négatifs, et peut-être à l’origine; en tout cas, elle est 
bornée supérieurement au voisinage de l'origine d’après linéga- 
lité (2) et la définition de G,, elle ne peut donc y avoir d'autre singu- 
larité qu’un infini négatif. Elle est majorée par un ¢,,,(a) sur la fron- 
tière de E,, on a donc 


(3) L logl rue) | < 3 loge — (+= à) Gola) + eu (a) 


dans E,. 
Considérons alors une suite de domaines E, emboités (E,C E,,,) 

tendant vers & en ce sens que tout point E de & est intérieur aux E, 

EE plis dre TASER 


(1) Cette démonstration repose sur la même idée que celle de M. Ostrowski. 
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à partir d'une certaine valeur de l'indice :Y> (6). Les fonctions har- 
moniques G, (2°) forment une suite croissante en tout point intérieur 
à &: en eflet, G,.,(2) — G,(x) est régulière dans E, et positive sur le 
contour. Les G, tendent done uniformément soit vers + 2%, soit vers 
une fonction G(æ) qui est la fonction de Green relative au domaine & 
et à l'origine. La première hypothèse est inadmissible, car on dédui- 
rait alors de (3), en y faisant croître v indéfiniment, r,,—0o en tout 
point de &. La fonction limite G existe done, et l’on a en tout, point 
de & 


3 : log | 2 0 1 ; Giz) + En {Bs 
ba ASE o|7" IY 9 = 02) — es LT AL) + Emmy le : 
0 my PE) Tang 2) St ae ?. "Es 

4 tree the 
cette inégalité entraine la convergence uniforme des s,, à l’intérieur 
du domaine défini par 


= loge —- (: — ;) G(zx) <o. 

Ce domaine déborde du cercle de convergence par tous les ares de 
régularité de f(x); le résultat précédent est donc établi à nouveau et 
de plus nous pouvons indiquer, connaissant le domaine d'existence & 
et une borne inférieure de la largeur des lacunes, un domaine où il ya 
nécessairement ultraconvergence. En particulier, comme nous pou- 
vons remplacer au second membre de (5) ou de ( 3}à par nous 
retrouvons un beau résultat de M. Ostrowski (') : | 


"+ F took ox el m 
St la largeur relative des lacunes augmente tndéfiniment : — 


— 
A 


Pultraconvergence de la suite \s,.\ s'étend à tout le domaine d'existence : 
celui-ci est, par suite, à un seul feuillet et simplement connexe. 


Il ne semble pas possible, dans le cas général, de donner une pro- 
priété aussi simple du domaine d'existence; notre démonstration 
montre toutefois qu'il n’est pas arbitraire. La fonction de Green rela- 
tive à l’origine doit en effet exister, ce qui revient à dire que la repré- 
sentation con forme (non forcément biunivoque) de & sur un domaine 
sunplement connexe à un seul feuillet doit mener à la représentation sur 


(1) A. Ostrowskt, [2], p. 335, 


ee 
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un cercle et non a la représentation sur le plan pointé ou le plan com- 
plet. Par exemple, il n’est pas possible que le domaine d'existence 
d’une fonction définie par une série lacunaire soit le plan moins un 
point de la circonférence-unité. 


Le SECOND THÉORÈME. — Toute série de Taylor qui possède une suite 
partielle ultraconvergente de polynomes-sections est la somme d’une 
série du type précédent et d'une série à rayon de convergence plus grand 
(série à structure lacunaire). C’est une conséquence immédiate de 
notre théorème fondamental : l'inégalité (7.1) est en effet vérifiée 
dans la région d’ultraconvergence avec U(æ)— 0. (Dans ce cas parti- 
culier, la démonstration du paragraphe 8 se simplifie légèrement; le 
domaine @ étant adjacent au cercle-unité, il suffit d’un seul cercle.) 
Les précisions apportées à cet énoncé au paragraphe 7 ont été obte- 
nues par M. Ostrowski dans le cas de l’ultraconvergence. 


10. Extension du théorème fondamental. — Pour la démonstration 
du théorème fondamental, on peut remplacer l’hypothèse : « l’iné- 
galité (7.1) est vérifiée dans un domaine @ » par des hypothèses d’ap- 
parence moins restrictive. Si par exemple cette inégalité est vérifiée 
sur un segment de droite ou un are de cercle 9 extérieur au cercle- 
unité, nous considérerons un second arc de cercle co’ de mêmes extré- 
mités, tel que le domaine @ limité par cet a’ soit extérieur au cercle- 
unité (et intérieur à & si s est intérieur à &); nous aurons à l’intérieur 
de @ 

2 Log | Su4(@)| <Us (a) + En (2), 
U, (x) < logo, 


en désignant par U,(æ) la fonction harmonique et régulière dans @ 
qui prend les valeurs U(æ) sur s et loge sur a; c'est une inégalité de 
même forme que (7.1) vérifiée dans un domaine, et nous sommes 
ainsi ramenés au cas envisagé précédemment. Il suffit même de sup- 
poser l'inégalité (7.1) vérifiée sur un ensemble de mesure positive de 
points de a. 

Supposons plus généralement cette inégalité vérifiée sur un certain 
ensemble E, fermé et borné, extérieur au cercle-unité, U(x) étant 


264 GEORGES BOURION. 


continue sur E. Nous aurons alors sur E non seulement U(x)< logo, 
mais même U(r) < logo — A, h étant une constante positive. 

Tracons une courbe € (courbe analytique ou ligne polygonale par 
exemple), fermée et sans point double, qui entoure E et soit exté- 
rieure au cercle-unité; dans le domaine obtenu en retranchant de 
l’intérieur de € les points de E, nous avons alors l'inégalité 


> logs, (x) <logo — ho(r) + entr), 
kh 


en désignant par ¢() la solution du problème de Dirichlet généralisé 
relatif à ce domaine, les valeurs données sur la frontière étant 1 sur E 
et o sur €. Si la fonction g(a) n’est pas identiquement nulle, nous 
sommes encore ramenés àu cas traité en premier lieu. 

En d’autres termes : 


Le théorème fondamental reste exact si Von suppose l'inégalité (7.1) 
vérifiée, non plus dans un domaine @, mats seulement sur un ensemble 
fermé E qui ne soit pas de capacité nulle. 


IL. Sur la convergence des suites partielles de polynomes-sections. — 
D'après ce que nous venons de voir, la convergence uniforme 
des s,, à l'extérieur du cercle-unité dans un domaine @ (même non 
connexe avec le cercle de convergence), ou sur un ensemble E fermé 
et de capacité non nulle, exige que la série ait la structure indiquée 
par le théorème fondamental. Dans ces conditions, ou bien la fonction 
J(æ) a le cerele de convergence comme coupure; tout ce qu'on peut 
alors affirmer est la possibilité de faire apparaitre des lacunes à /a fin 
des s,,: ou bien f(x) est régulière sur certains arcs du cercle de con- 
vergence; on peut alors faire apparaitre aussi des lacunes au début 
des restes r,,, et la suite | s,,! est ultraconvergente. 

Si Pon remplace l'hypothèse de la convergence uniforme des 5,,, 
dans @® par celle de la convergence simple, un théorème bien connu 
d'Osgood (') permet d'affirmer la convergence uniforme dans un 
domaine A intérieur à @. Le théorème fondamental reste exact, à ceci 


1 3 . > sos " A x A 
(1) OsGoop, _{nn. of Math, »° série, t. I, n° 4. Ce théorème est établi dans les 
Lecons sur les séries de polynomes de M, Montel (p. 108). 
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près que À, 4’,r ne peuvent plus être choisis dépendant seulement 
du domaine ®. Il est d’ailleurs facile de lever cette dernière restric- 
tion. Traçons une circonférence C intérieure à @. D’après un théo- 
reme d’Egoroff (Comptes rendus, 152, 1911, p. 244), on peut, en 
excluant un ensemble A de points de C, ayant une mesure ¢ arbitrai- 
rement petite, obtenir que la convergence soit uniforme sur l’en- 
semble restant B(A + B=C); considérons alors la fonction U(x), 
harmonique dans C, qui prend les valeurs zéro sur B et logo sur A; 
dans C’ concentrique et intérieure à C, la fonction U est majorée par 
une fonction continue U,, inférieure à logo, qui ne dépend que de € 
et non de l’ensemble A que l’on envisage; ceci résulte immédiatement 
de l’expression de U au moyen de l'intégrale de Poisson. On est ainsi 
ramené au cas précédent. 

Si l’on veut utiliser de manière plus complète les renseignements 
fournis par la convergence dans @, on pourra faire un raisonnement 
analogue pour un domaine A intérieur à @; on peut, pour cela, soit 
utiliser la représentation conforme de A sur un cercle, soit recouvrir A 
avec un nombre fini de circonférences analogues à C’. 

L'hypothèse de la convergence en une infinité dénombrable de points 
extérieurs au cercle-unité est par contre insuffisante. Soit, en effet, 
une suite de points y,, Yo, «es Yay +++, et désignons par P,(æ) un 
polynome de degré n ayant les racines y,, ¥2, ...,y, et tel que le 
plus grand des modules des coefficients soit un; considérons la série 


nin) 


» 


(ee etal se P(e) MP) tx? Py (ays. es 


développons formellement en série de Taylor; à cause du choix des 
facteurs æ, x’, v°, ..., les termes provenant des différents P, ne se 
mélangent pas. La série obtenue a done une infinité de coefficients de 
module 1, et aucun de module plus grand; son rayon de convergence 
est 1. D'autre part, comme 


{nu— Vn 

: — 1, 

Suny IA Did rae Ve en a ett tes Pi ar}, 
By 


la suite partielle {s,,,,, | de polynomes-sections converge en chacun 
des points y,. 

Or il y a dans la série un coefficient de module 1, provenant 
34 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — SEPTEMBRE 1931. 
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(n—1i)n n(n+i) 


de P,_,, dont le rang est compris entre et — 1, et 


un autre, provenant de P,, dont le rang est compris entre 


RUN HE) e 1; le rapport de ces rangs, inférieur 


t Vs ILE, 2") da 
2. 2 
RTE 2 = DR +2), tend vers r. Il est done impossible que la série ait la 
n—t1)n 


structure indiquée au paragraphe 7 (‘). 


12. Formation d'exemples. — Le procédé le plus simple pour 
former des séries de Taylor cont une suite partielle de polynomes- 
sections converge en dehors du cercle de convergence de la série peut 
être présenté sous la forme suivante : partons d'une serie 


(1) > any” 


qui a un rayon de convergence fini (qu'on peut supposer être l’unité) 
et qui présente des lacunes de largeur relative bornée inférieurement : 


I}. = 
An—=0 pour n;<n<IME, Fe PARIS 
S + 
Considérons un polynome nul à l’origine : 
PR) OEP Ces BPs cul Cy at (CpCy ©). 


Formons 


~n 


> a (P(x); 


0 
nk 


si nous développons les puissances de P(æ), la somme partielle ve 


. . . 0 
et les termes suivants donnent respectivement des puissances de a 
d’exposants Sqn, et >pm,; si la condition Seg À est vérifiée, ce que 


(1) Etant donnée une suite de points yy, on peut de même former une série à rayon de 
convergence nul pour laquelle une suite partielle de polynomes-sections est convergente 
aux points yy; il suffit d'imposer au plus grand en module des coefficients de P, la valeur 

(n-+-1)(n+2) 


) 


LL 


Mr 
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Nk 
nous supposerons, les puissances de x provenant de 


mélangent: pas avec celles qui proviennent des termes suivants. 
La série 


(a) Da [P(x)}" 


a pour région de convergence uniforme la région | P(x) | <1, qui est 
d’un seul tenant ou non suivant le choix de P(x), et qui enferme en 
tout cas un voisinage de l’origine. Autour de l’origine, (2) définit une 
fonction analytique, à laquelle correspond une série de Taylor qui se 
déduit de (2) par simple développement des puissances de P(x). Les 
polynomes-sections de degrés qn, (k=1, 2, 3, magne, cette série 
sont précisément les sommes partielles de (2); leur région de conver- 
gence s'obtient alors en prenant la région du plan des æ que 
l'équation y = P(æ) faittorrespondre à la région de convergence des 


Nk 


sommes partielles ne a, hs le cas le plus simple est celui où ya a,y” 


0 = 
a son cercle de convergence comme coupure; R comprend alors la 
région |P(æ)| <1 (plus, éventuellement, d’autres régions, séparées 


de celles-ci, provenant des domaines de convergence, séparés 


nk 


de |y|<1, des tay s nous ne nous y intéresserons pas). Nous 


obtenons donc des exemples où il y a, soit ultraconvergence, soit à la 
fois ultraconvergence et convergence dans des domaines non con- 
nexes avec le cercle de convergence de la série. 

Si > æ (cf. §9), ou encore si la série (1) admet son cercle de 
convergence comme coupure, les fonctions représentées par la suite 
partielle dans ces derniers domaines sont nécessairement différentes 
de la fonction définie par la série de Taylor, puisque celle-ci a le 
domaine d’ultraconvergence pour domaine d'existence. 

Cette méthode est celle qui a mené aux premiers exemples d’ultra- 
convergence (Porter) ('). Elle s'applique encore si la suite de sommes 


aa 


(1) Porter, [1]. Your aussi Goursat, Cours d’ Analyse, 4° éd., t. I: p. 284. 


(he: 
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nk 
partielles >> a, y" est ultraconvergente. Elle peut encore s “employer 


0 


à partir d’une série ay a, y" non proprement lacunaire, mais ayant 


une suite ultraconvergente de polynomes-sections. La transformation 
de Faber-Mordell (‘) appliquée par M. Lésch à la démonstration des 
théorèmes d’Ostrowski (?) en est un cas particulier. 

Il est facile de former une série pour laquelle la suite {5,,} est ultra- 
convergente, { n,| étant une suite donnée d’entiers croissants telle que 


eee. . 5 e . . - 
lim = >1. Je n’y insiste pas, car je donnerai plus loin un résultat 
k 


plus précis. 


43. Construction d'une série pour laquelle une suite partielle de 
polynomes-sections admet des domaines donnés comme régions de 
convergence uniforme. — Soient @,, @,, bgt les domaines donnés, 
deux à deux sans points intérieurs communs; ils peuvent être en 
nombre fini ou non. On suppose que chaque @, est simplement 
connexe et ne contient pas le point à l'infini (il peut l'avoir comme 
point-frontière). Aucune hypothèse n’est faite sur la situation des @, 
par rapport à l'origine. 

Je vais montrer que l'on peut construire une série de Taylor dont une 
suite partielle de polynomes-sections converge uniformément dans 
chacun des @, (et non pas dans des domaines plus étendus). 

Dans le cas d’un domaine unique contenant l’origine, ce résultat a 
été donné par M. Ostrowski (7). 

Il suffit de construire une suite de polynomes P,(a), nuls en O, 
telle que : 


1° Dans tout domaine entièrement intérieur à l’un des @,, les P, 
soient inférieurs à un en module, à partir d’un certain rang; 

2° Dans tout cercle, arbitrairement petit, entourant un point-fron- 
tière de l’un quelconque des ®,, les P, prennent à partir d’un certain 
rang des valeurs supérieures à un en module. 
PA ED Nt LES mn a De viande ee ee don 2 


(1) FABER, Sitsungsberichte der Bayr. Akad., 1904, t. 34; Morpett, Journ. Lond. 
Math. Soc., vol. 2. 
(*) Lüscn [1]. 
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En effet, si l’on a une telle suite P,, on formera 


o 


“Q) | S[Pa(wy] 


HR 


le nombre entier J, étant pris supérieur au degré de [P,_,(æ)]"-"; le 
développement formel en série de Taylor aura les propriétés 
indiquées. 


Construction des P,(x). — A chaque @,, j'associe une fonction o,(x) 
qui en effectue la représentation conforme sur le cercle-unité; si l’ori- 
gine est intérieure au @, considéré, j'impose la condition 9,(0) = 0. 
Je désignerai par A‘ le domaine, intérieur à @,, où |?,(æ)| 1 —h, 
et par I la courbe qui le limite. 

1 


Je considère les domaines A’ pour v=1, 2, ..., n. La fonction 


o,(x) 


2 


us . to euapig i 5 245 
est, en module, supérieure a1 sur “et inférieure à 1 sur [y "; 
on peut construire une série de polynomes qui converge uniformé- 


ment vers 


1 hs : 
dans A” et vers zéro dans chacun des Aj, w=1an, uy ('); je puis 
donc obtenir un polynome p;'(æ) qui soit, en module, supérieur à 1 

14 Du K 1 
re ate % 2 x à n ae » 
suri, ”, inférieur a1 sur Ty." et as, dans les Aj, u=1a n, 


4 


u £ v. En remplaçant au besoin le polynome primitif par une de ses 
puissances, je peux supposer 


RC i! HET at 
ced Ds ee tine syed Opes ge 
1 


(2) fps AA) LE s sur pe. 
n 


LEE EL pe 
(1) Voir P. MonTeL, Leçons sur les séries de polynomes à une variable complexe. 
P- 97: 
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Si l'origine est intérieure à l’un des domaines donnés, on peut 
appeler @, celui qui la renferme; j'impose alors aux p}"/(æ) la condi- 
tion p{(o)— 0. [Soit un p(æ), v£ 1, ayant les propriétés précé- 
dentes et non nul en O; en le remplaçant au besoin par une de ses 
puissances, on peut supposer qu'il vérifie encore les inégalités (2) 


I I I . . 4 
quand on remplace au second membre + par = + => et qu'il est infé- 


À . . 
rieur en module a -— dans les A‘; pour l’annuler en O, il suffit de lui 


4 n°? 
AE <i 
ajouter une constante de module inférieur à Tr le nouveau polynome 


(a) 


a toutes les propriétés voulues. On raisonne de même pour p;", en 
remarquant que la construction indiquée peut être menée de telle 


(1) | I 
sorte que | p, CE |: 
Si l'origine n’est intérieure à aucun des domaines donnés, j'impose 
encore la condition p,"(o) = o. Je considère pour cela un cercle D, , 


1 À 1 
A “fap | r x n n Nh 
de centre O et de rayon au plus égal à —, extérieur a A’, At, ..., A, et 
7 bs 
je traite D,,, comme @,, ®,, ..., ®, en ce qui concerne la construc- 
tion des p,’”. 


_Je puis alors prendre 


n 
AA) =>) py" (2) dans le premier cas, 


vi 


PF (x) pp py{z) dans le second cas. 


V=0 


La suite des P,,(a) a les deux propriétés exigées. 

Dans le cas où l’origine n’est intérieure à aucun des @,, il y a dans 
tout voisinage de O des points où |P,(æ)| > 1; ceci empêche la con- 
vergence autour de O de la série (1) et a fortiori de la série de Taylor 
qui s’en déduit par développement formel. Cette dernière a donc un 
rayon de convergence nul. 

14. Les domaines de convergence uniforme et les fonctions-limites. 
— Les méthodes du paragraphe précédent, appliquées à la générali- 
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sation d’un théorème de Jentzsch ('), permettent de montrer que les 
domaines de convergence uniforme (non connexes avec le cercle de 
convergence si celui-ci n’est pas réduit à l’origine) des suites par- 
tielles de polynomes-sections d’une série de Taylor sont complètement 
arbitraires ainsi que les fonctions-limites. 

D'une manière plus précise je vais établir le résultat suivant : 

Soient donnés des domaines @,, @,, ... en nombre fini ou en 
infinité dénombrable. On suppose que chaque @, est simplement 
connexe et n’a pas le point à l'infini comme point intérieur; on sup- 
pose de plus que l'origine n’est intérieure à aucun des «,. Soit encore 
éventuellement un domaine simplement connexe @ contenant l'ori- 
gine et n’ayant de point intérieur commun avec aucun des @,. Il n’est 
pas supposé que les domaines @, soient sans points communs, ni 
même qu'ils soient tous distincts. Donnons-nous dans chaque i, une 
fonction analytique f,(æ) qui y soit régulière : on peut former une 
série de Taylor telle qu'à chaque @., corresponde une suite partielle de 
polynomes-sections qui converge uniformément vers f, dans ,, et non 
dans un domaine plus grand; si l'on s’est donné un domaine , on 
peut exiger que cette série définisse au voisinage de l’origine une 
fonction qui ait @ pour domaine d'existence et qui y soit représentée 
par une suite partielle de polynomes-sections ; sinon, le rayon de eon- 
vergence sera nul. 

Si les @, se répartissent en familles formées de domaines (en 
nombre fini ou non) deux à deux sans points intérieurs communs, 
on peut facilement obtenir que la même suite partielle corresponde à 
tous les domaines d'une même famille (*). 


DÉMONSTRATION. — J’associe encore à chaque @, une fonction 9,(x) 

Q , +4 . a h x 
qui le représente sur le cercle-unité; je désigne par A‘ le domaine 
. Free à < / À . . Senge 
intérieur à @, où |9,(æ)| 1 — h, par Ty la courbe qui le limite, 


(1) R. JenrzscH. [2]. p. 255 et 261, — Voici les différences avec Pénoncé du texte : 
Jentzsch ne se préoccupe pas d'avoir les @, comme domaines erac/s de. convergence, ee 
qui simplifie beaucoup la démonstration. mais masque la portée du résultat; d'autre part. 
il n'indique pas le moyen d'obtenir un rayon de convergence fini. et semble croire que le 
cas général est celui du rayon de convergence nul 

(2) Raisonnement analogue à celui du paragraphe précédent. 


18* 
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par a.” une borne supérieure de |æ| dans A‘, par 2," une borne infé- 
rieure; les mêmes notations valent éventuellement pour @ avec 
l'indice zéro. Je détermine ensuite les polynomes QsQssantrméatis- 


faisant aux conditions suivantes : 
(n;., est un entier supérieur au degré de 2"jQ;) 


I 4 
La Qi<£  duns 4: 


puis 
2 — = 
formless Q, | < a Ts dans Aj, 
[AT 
I A 
> Ti sur TY, 
al a) | À 
et 
t tis 
CE MIT : dans A°, 
1 
|a2’2Q,|> 1 sur TY; 
puis 
,—Q,—2"Q, i + 
Si ae <2 — Q;|< —— dans A*, 
ws Al (3) |" : 
4 di 
5 1 
PTE sur PF? 
Lam 
et 
j ' ! - 
NOR NE aie dans A’. 
i 
! 
aa Q ik sur Tis 
puis 
fa— Qy — 2 Q, — m0, 1 
le dat mangia ties con QUI TA dans A’; 
8| «! | 
1 re 
> = SUL 12": 
EU 
et 
bruns tet 
LEUR TR dans a. 
a 
Laer, | 1 sur T°: 


pour Q, on considère A v5 et /;, pour Q, A? et /,, etc.; on repart tou- 
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jours de @, et l’on prend à chaque fois un domaine de plus, tout 
comme dans la méthode classique du balayage; la possibilité de déter- 
miner les Q; satisfaisant aux conditions énoncées se justifie comme au 
paragraphe précédent. 

Formons alors Zx’iQ, : cette série converge uniformément dans ©; 
d'autre part, les sommes partielles arrêtées à ceux des Q; qui ont été 
calculés en faisant intervenir @, convergent uniformément dans ®, 
vers f,; dans les deux cas, ce sont là des domaines exacts de conver- 
gence uniforme. Si nous développons formellement en série de Taylor, 
la série obtenue a les propriétés annoncées ('). 

45. Formation d'une série de Taylor pour laquelle une suite re 
converge uniformément vers f(x) dans deux domaines distincts. — Je 
considère un domaine @ jouissant des propriétés suivantes : le plus 
grand cercle de centre O intérieur à @ est [æ|<T; les points de W 
intérieurs à [æ|<<2 forment deux domaines distincts, @, et 2; 
æ— 2 n'est pas intérieur à @. 

D’après ce qui précède, je puis former une série 2b,æx" pour laquelle 


Fig. 6. 


une suite partielle de polynomes-sections est ultraconvergente dans «, 
@ étant de plus le domaine d’existence de la fonction définie par la 


(1) Les n; ont pu être choisis de telle sorte que (degré de x1Q;) : (degré de x'j10 jy) 
croisse indéfiniment: d'après un théorème de M. Ostrowski (§ 9), @ est alors le domaine 
Wexistence de la fonction définie par la série de Tavlor. 

Ann. Ec. Norm., (3), L. — SEPTEMBRE 1933. 35 
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série [il n’est d'ailleurs pas indispensable d’avoir recours à cette cons- 
truction; on peut partir d'une cassinienne |[P(æ)|<{1 qui ait la 
forme voulue et appliquer la méthode du paragraphe 12]. Posons 


An = by + =; Ya," est une série pour laquelle la même suite par- 
tielle de polynomes-sections converge uniformément vers la fonction, 
d’une part dans @,, d’autre part dans @,. 

Il n'y a lieu d’attacher aucune importance particulière au fait 
que @, et ®, s’obtiennent en tronquant le domaine d'existence par 


un cercle; on peut s’en convaincre en substituant à æ un polynome 
P(x) convenablement choisi. 


16. Formation d’une série pour laquelle une suite donnée de polynomes- 
sections est ultraconvergente, une autre suite donnée ne l’étant pas. — 
Si une suite {s,| de polynomes-sections est ultraconvergente, le 
second théorème d’Ostrowski montre que toute suite {s,, } qui vérifie la 
condition suivante est également ultraconvergente : à chaque m; on 


° . + I 
peut associer un », tel que leur rapport soit compris entre h et h? 
h étant un nombre qui dépend de la série et de la suite {24}. Si, en 
. . . + mn; 
particulier, on peut associer à chaque m;, un n, tel que le rapport —’ 
J Ty. 


tende vers un, l’ultraconvergence de {s,, | entraine celle de {5m,}- Je 
vais montrer que si cette condition n’est.pas remplie, on peut former 
une série pour laquelle la suite {s,,} est ultraconvergente, et non la 
suite js,,/}: 


1} ; 20) 8 


ve ° . . . ’ # . 
S'il existe un nombre 0 © 1 tel que pour une infinité de valeurs de j 

» I . 
l'intervalle (Gm), 0, ne contienne aucun des n,, on peut former une 
série pour laquelle la suite \s,,\ est effectiwement ultraconvergente, la 


° } is SAN +o, SOE . 

suite | s,,\ ne l’étant pas. La condition lim = > 1 se trouve remplie 
Nk 

d’elle-méme. 


Lemme. — Dans le développement de (1 + a + a?-+-...+ a1)', tous les 


coef ficvents sont au plus égaux au coefficient médian (ou aux deux 
coefficients médians). C'est immédiat par récurrence; en effet, pour 
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former la suite des coefficients de (1+ a-+...+ 27)! on part de la 
suite des coefficients de (1 + 2+...+ 2") prolongée des deux côtés 
par des zéros, et l’on prend les sommes de g +1 termes consécutifs. 


Ceci posé, admettons, en remplaçant au besoin la suite | m;} par une 
[ 
a 
renferme de n,, et que de plus ces intervalles soient tous extérieurs 


les uns aux autres. Considérons 


suite partielle, que pour aucune valeur de y l'intervalle ( Mj, 0m) ne 


Pass (Peas PF) La ; 
q +1 


pour que le degré du terme de [P(æ)]5 qui a le plus grand coefficient 
soit voisin de m,, nous prendrons J; égal au plus grand entier qui ne 


a 


J 


sur : PLATE ng ws vt 7 : 
surpasse pas gute degré est alors (p+ 1) l; ou | (e+ 2)+ ‘| 


2 
Por 8 


suivant la parité de /;; nous supposerons p et q choisis de telle sorte 
que 
p+2 


el DER 
P q 


r 
A A 


Formons DHIOIE : cette série converge uniformément à l'intérieur 


de la lemniscate |P(æ)|=1 (qui entoure la circonférence |a|=1 et 
la touche au point æ — 1). Dans le développement en série de Taylor 
les puissances de x qui proviennent des différents termes ne se 
mélangent pas : en effet, d’après l'hypothèse que l’on vient de faire 
sur 0, les exposants des différents termes de Pi sont compris dans 


l’intervalle ( 


I 
6 


I ® 2-1: ter 
Gin Om) extérieur au précédent. Les s,, sont donc des soinmes 


partielles de la série Z[P(æ)]5 et la suite {s,,| est par conséquent 
ultraconvergente. 


Prenons le terme a; x’; de [P(æ)f5 qui a le plus grand coefficient : 
1 


Mj, Amy), et ceux des termes de Pi: dans l'intervalle 


pour cette suite de valeurs de n, lim(a,) =1; en effet, si a,,a¥i est le 
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asso ich 
terme de P qui donne la plus grande valeur de (a,)", onalim(a,)"=1, 
puisque le rayon de convergence de la série de Taylor formée est un; 


i 4 1 4 

: ae = ¥ x ; Te cP 
les inégalités (a, > (a), a, > a, entrainent (a) >(@,) Le (4,,) a 
le premier terme de cette double inégalité a un pour limite supérieure, 


: À; : : 
le troisième également puisque le rapport 7 reste compris entre des 
4 


limites finies a7 et? 5 4; le résultat annoncé en résulte immédiate- 


ment. La suites, | n’est donc sûrement pas ultraconvergente; il en est 
de même de {5,,,;, car, d’après le choix fait plus haut pour les Z;, la 


ir , ee Se . avt, 
différence |m;— À;| reste bornée (elle est inférieure à p + ars ). 


3 


Ce résultat est intéressant pour la formation d’exemples. 


17. Les domaines d’ultraconvergence des différentes suites partielles 
de polynomes-sections. — 1° Donnons-nous deux suites d’entiers {m;! 
et {n,', la seconde étant une suite partielle de la première et les con- 
ditions du paragraphe précédent étant remplies. Formons une série 
Xa,x" pour laquelle la suite partielle | s,, | soit ultraconvergente, et une 
série La) ax" pour laquelle la suite partielle | s;, | soit ultraconvergente, 
la suite partielle | s;,\ ne l’étant pas. Soitz,(|a,|—=1) un point intéerieur 


à un arc d’ultraconvergence de |s,, \; prenons un nombre A( || >1) 


tel que Aa soit intérieur au domaine d’ultraconvergence de f5,, !. 


my \ 


“a 


= , Ve à a “+ ‘ ae 1 * 
Considérons la série Ya) * a" où a°° = a, + 5: 2,3 elle a encore le cercle 


unité pour cercle de convergence; les suites partielles (Sin, } CCL Say | 
relatives à cette série sont toutes deux ultraconvergentes, et le 
domaine d’ultraconvergence de la première suite s’obtient en tron- 
quant par le cercle |a@|—= 2 celui de la seconde. 

2° Des deux suites partielles considérées dans cet exemple, l'une 
est une suite partielle de l’autre, et son domaine d’ultraconvergence 
s'obtient en tronquant celui de la seconde par un cercle. Montrons que 
l’on peut construire un exemple qui ne présente pas ces particularités. 

Tout d'abord, nous pouvons supposer Ya!°x" lacunaire; en substi- 
tuant à x un polynome P(£) convenablement choisi, la circonférence 
|= sera remplacée par une cassinienne | P(£)| = 2. 


ie 
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Soient maintenant deux suites d’entiers {m;} et {n,} dont chacune 
remplit vis-à-vis de l’autre les hypothèses du paragraphe précédent; 
désignons par { p,} la suite obtenue par la réunion de {m,} et de 
{rx}. Nous cherchons à former une série pour laquelle les deux 
suites {Sn} et {s,}) Soient ultraconvergentes, aucun des domaines 
d’ultraconvergence n'étant entiérement intérieur à l’autre. 

Nous pouvons tout d’abord former une série Za,æx* pour laquelle 
is} et !s,} sont ultraconvergentes, le domaine d’ultraconver- 
gence ‘Ul, de la seconde s’obtenant en tronquant celui de la pre- 
mière ‘U,, par un cercle I’; alors {s,, } est alors ultraconvergente; son 
domaine d’ultraconvergence ‘UL, contient UL, et ne peut avoir avec ,, 
aucun autre domaine commun adjacent à I’. Si ‘U,,, qui contient I, 
puisque { m,;| est une suite partielle de { p,}, n’est pas identique à U,, 
le résultat désiré est obtenu; envisageons le cas où ‘LL,, est identique 
al; 

Formons d’autre part une série La) x” pour laquelle | s;,\et|s,,} sont 
ultraconvergentes, le domaine d’ultraconvergence LL, s’obtenant en 
tronquant AL” par une cassinienne I“ distincte d’un cercle ; si le domaine 
d’ultraconvergence de | 5, }, ‘U,, n’est pas identique à U;, le but est 
atteint; supposons U, identique à ‘IL’. 

En faisant au besoin dans l’une des séries une substitution (æ cx), 


Fig. 7. 


9° . e x , à Vk . 
nous pouvons supposer qu'il existe un point w commun a let at et 
intérieur à ‘1L,, ainsi qu'à VL. 

Considérons alors la série Y(a,+ a; )x'—= Ya, a”. Au voisinage 
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de w, le domaine d’ultraconvergence de {s;,, | est limité par I”, celui 
de js); | par F. 

Par conséquent, les suites de polynomes-sections 15mm, } C8 isi, } sont 
toutes deux ultraconvergentes; les deux domaines d’ultraconvergence 
sont différents et aucun ne contient entièrement l'autre. 


18. Une remarque sur les domaines d'ultraconvergence. — Considé- 
rons toujours une série de rayon de convergence égal à l'unité, pour 
laquelle la suite | s,, | est ultraconvergente. ane un nombre R > 1 
et associons à chaque n, le plus petit entier »,(R) tel que l'on ait 

1 


m(R)< n, et | a, le Mot 7 Pour m(R) << n<n,:il résulte de la démons- 


tration du théorème fondamental (cf. $5) que m,(R) existe, au moins 
à partir d'une certaine valeur de 4, si R est suffisamment voisin de 1 


x , . Wy r- + , 
(et même que l'on a lim a i 1). Les termes de la série donnée dont 


le rang x vérilie l’une de inégalités URI ETERE (RTS ME) 
forment une série (2) dont le rayon de convergence est au moins R. 
Considérons la suite | 5,4 ! tla différence Si — Snyn étant un reste par- 
tiel de (X) tend uniformément vers zéro dans !x|<{R. Considérons le 
plus grand domaine (nécessairement simplement connexe ) qui con- 
tient l'origine et est intérieur au domaine d’ultraconvergence de QL 
ainsi qu'au cercle | a} < CR, et le domaine défini de facon analogue à 
partir du domaine @ultraconvergence W de } 
sont identiques. 

Le plus grand domaine 3s? contenant l’origine commun à ‘VU et U' 
n'est pas forcément identique à %; Hénin dans l'hypothèse 


7%; nous pouvons alors tracer une circonférence (y) ih coupe 


: ces deux dote te 


S ut) 


æ|= R et sur laquelle 5, = 5, 5," tend vers zéro avec = Sur un 


are pq de ( y) intérieur à x <R, nous avons, à partir d’une certaine 
valeur de ky 15, 7%) où X est une constante inférieure à 1 [ceci 
résulte de (3.1) modifiée en tenant compte de la valeur R du rayon de 
convergence |; sur l'arc complémentaire, nous avons pour k assez 
grand 5, 1; u étant la fonction, harmonique dans (y), qui prend les 
valeurs logz sur pq et zéro sur l'arc complémentaire, nous avons 
dans (y) log'5,) <u.m,(R) avec u Lo, d'où il résulte que la série 


PR 


PE 4.95 à 
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converge uniformément à l’intérieur de (y); la série (2) a donc une 

suite ultraconvergente de sommes partielles, et l’on peut y faire appa- 

raître des lacunes au début des restes, c’est-à-dire au début des o,. La 

circonstance envisagée ne peut donc se présenter pour des valeurs 

de R arbitrairement voisines de 1 qu’avec une loi très particulière de 
23 

répartition des | a, |" au voisinage des lacunes. 

Il ne peut exister un domaine D ou un arc rectifiable C commun aux 
domaines d’ultraconvergence, ou simplement aux domaines de conver- 
gence uniforme, d'une infinité de suites {5,4} telles que R >1, et non 
intérieur au cercle-unité : le théorème fondamental, tel qu'il a été 
complété au paragraphe 10, entraine en effet pour les valeurs de R 


considérées 
1 
lim Anis 
Beni ey n| re R, 


I 


où R, ne dépend pas de R, mais seulement de D ou C; ceci est en con- 


tradiction avec 
1 


laps > 


R pour n= m,(R). 

Convenons d'appeler voisines deux suites {s,,} et {s,,) telles que 
l’ensemble des termes de la série considérée qui vérifient n, > n > m, 
ou m<n<m, pour une valeur au moins de Æ forment une série dont 
le rayon de convergence surpasse un (toute suite voisine d’une suite 
ultraconvergente est donc ultraconvergente). Nous voyons que l’on 
peut trouver des suites voisines telles que la partie commune, exté- 
rieure au cercle-unité, de leurs domaines d’ultraconvergence soit 
« arbitrairement petite ». Nous allons d’ailleurs retrouver ce résultat 
par une autre méthode et le préciser. 


19. Unemwe. — Soitune fonction u(x) harmonique et régulière dans 
la couronne (T):R, <|æ&|<R, Ri 20, et non négative dans (I); soit 
de plus u(æ)21 en tout point intérieur à (T) d'un arc de Jordan À qui 


joint la circonférence |x| = R, à la circonférence |x|—R, : sur toute 


circonférence |æ|—=R(R; <R<R;), u(æ) surpasse un nombre positif 
qui ne dépend que de R, et Ry, et non de la forme particulière de l'arc À. 
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Cette conclusion reste exacte si u(æ) est simplement supposé harmo- 
nique en tout point de (I) non situé sur A, l'hypothèse u(æ)21 sur À 
étant remplacée par la suivante : limu(x,)21 pour toute suite x, qui 
tend vers un point de A intérieur à (I); je signale l’analogie complète de 
ce lemme avec un théorème de M. Milloux, généralisé par M. Ehrhard 
Schmidt ('), qui est relatif au cas R,=o. Je ne démontrerai que 
l'énoncé donné plus haut, qui est le seul dont j'ai besoin ici, et qui, 
comme M. Montel me l’a fait observer, peut être établi très rapide- 
ment. 

La famille des fonctions u(x) harmoniques et non négatives dans (I) 
est normale dans (T°); si nous supposons de plus que u(æ)21 en un 
point au moins de la circonférence | a |= R, aucune fonction limite ne 
peut être la constante zéro; done pour |2z|=R tous les u(x) ont une 
même borne inférieure positive m. D’autre part ces fonctions u(x) 
prennent dans l’anneau R, < |a|< R, les mêmes valeurs que u(R, x) 


R, é 4 
dans l’anneau 1 << |x| < p*» ce qui montre que m dépend uniquement 
1 
Res # 
des rapports R et KR 


. 1 

20. Le domaine d’ultraconvergence et lim | a, |". Il résulte du lemme 
précédent que : Sz la suite | s,, } est ultraconvergente, et si le domaine 
d'uliraconvergence nest pas tout entier intérieur au cercle |x|<R, on 
peut prendre pour les nombres À, i’, r du théorème fondamental des 
valeurs dépendant uniquement de R, et non de la forme du domaine 
d'ultraconvergence. 

En effet, on peut tracer un arc A joignant || = Ra la circonférence 
du cercle-unité; l'application du lemme montre alors que l’on a sur la 
circonférence | a | = VR 


I 
7 log| sn, |< loge —u+ ee, (x), 


où uw est un nombre positif qui ne dépend que de R; c’est une majora- 
tion de la forme envisagée au paragraphe 7. 


(7) Il. Mituoux, Journ. de Math., 1924, p. 30; E. Scumipr, Sitzungsberichte der 
preuss. Akad., 1932, p. 394. 
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En particulier, on peut donc écrire 


4 
1 


Tim | au, |"*$ — 


r(R) 


1 
Par suite, sz lim | al" = ; 
qui contient sûrement le domaine d’ultraconvergence et dont le rayon ne 
dépend que de cette limite inférieure, R= R(!); R(Z) tend vers 1 
avec [(‘). 
Ce résultat, intéressant en lui-même, va nous permettre de compléter 
très simplement la remarque du paragraphe 18 sur les suites ultra- 


convergentes voisines : 


n’est pas nulle, on peut indiquer un cercle 


Si la suite | s,, | est ultraconvergente, on peut, pour tout R suffisamment 
voisin de 1 (R> 1), déterminer une ‘suite |s,,,}, voisine de la première, 
uniformément convergente autour de tout point intérieur à [| <CR du 
domaine d’ultraconvergence de {5,,\ et telle que son domaine d'ultra- 
convergence ne sorte pas d’un cercle |x| < R®* dont le rayon dépend unt- 
quement de R et tend vers 1 avec KR. 


Il suffit pour cela de considérer la suite {s,,n,} du paragraphe 18. 

Ceci implique une certaine continuité dans | ’ultraconvergence; il n’est 
par exemple pas possible que les suites de polynomes-sections se 
répartissent en deux classes : la première formée de suites non ultra- 
convergentes; la seconde, formée de suites dont les domaines d’ultra- 
convergence aient en commun un domaine (ou même simplement un 
point) extérieur au cercle de convergence de la série. En particulier, 
pour une série qui présente des lacunes de largeur relative indéfini- 
ment croissante, le domaine d’ultraconvergence, identique au domaine 
d'existence pour les sommes partielles arrêtées aux lacunes, se réduit 
de plus en plus quand on prend des suites voisines, jusqu’à tendre vers 
le cercle de convergence. 
ST Dee NAME 

LA E , : 
(2) Par conséquent, si lim | a ir >-, la série considérée ne peut avoir aucune suite 


l 


partielle de polynomes-sections dont le domaine @ultraconvergence sorte du cerele 


à : QI j 
(En R(Z); ce résultat reste exact si l’on a seulement lim | ay, |Y* 2 7 pour une suite par- 


LATE 


=: 


tielle ay, de coefficients telle que lim = 
> Vie 


36 
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Ces remarques jointes à celles du paragraphe 17 semblent indiquer 
que les relations entre les domaines d’ultraconvergence des diffé- 
rentes suites de polynomes-sections d’une série de Taylor présentent 
un caractère assez compliqué. 


21. Les domaines de convergence des suites de polynomes-sections 


oe tt / > . , , . © 
avec lim —* finie. — Il résulte du théorème fondamental que, si la 
k . 
suite {s,,} de polynomes-sections converge dans des domaines D;, 
ae . + , 
lim — surpasse une certaine constante > 1 qui ne dépend que des D;; 
k 


on a en effet, avec les notations de ce théorème, 


—— Ney I 
hm = SS a 
Autrement dit, pour que la suite {s,, | puisse converger dans les D,, il 
faut que la croissance des n, soit « suffisamment rapide ». 

Nous allons montrer que, inversement, si on limite la croissance 
des n,, on en déduit, en un certain sens, une limitation des domaines 
de convergence de la suite {5,, |. 


xe, Jp. . . - : . 
Soit NS < K (au moins à partir d’un certain rang). Posons 


Pky Sur: Snk = TA ae 


Considérons la couronne, contenant le cercle-unité, comprise entre 
le cercle .: oe =h>1, et le cercle À : 5 =q<1. Supposons que la 
suite {s,,; converge uniformément sur un arcmn de [ (ou même 
simplement que les |r) | soient bornés sur mn); on peut donner une 
borne supérieure de l'arc mn en fonction de K et de h('). 

Utilisons en effet pour r,=7r,,,,,,,, la majoration (3.1) sur A 
et la majoration (3.3) sur I’, nous obtenons 


i 
Ps log| rl < logp + En, (2) sur A 
k 


et sur | 
I 


log| Tk) | =a log p rende, Mr} 
Nhyy 


EEE ee 


(1) Sinxg ing, il ne peut y avoir ultraconvergence, d’après le théorème réciproque 
d'Ostrowski; l'énoncé du texte est une généralisation de cette propriété. 


RECHERCHES SUR L’ULTRACONVERGENCE. 283 
d’où 


I : 
= log rx | < K loge + ex, (x). 


_u(æ) étant la fonction, harmonique dans la couronne (F, A), qui 


Fig. 8. 


prend les valeurs logg sur A, zéro sur l’arc mn deT, et K logh sur le 
reste de I’, on a dans la couronne considérée 


I 
= log| ray |< u(æ) + En, (2). 
k 


Si u(x) était négative sur toute la circonférence-unité, la suite !s,, |; 
d’après l'inégalité précédente, convergerait uniformément autour de 
tout point de cette circonférence, ce qui est impossible puisque la 
fonction limite f(a) y a au moins un point singulier. L’arc mn doit 
donc être assez petit pour que le maximum de u(x) sur £g —1, qui est 
évidemment une fonction décroissante de l'ouverture de l’are mn ("), 
soit positif. Nous allons chercher à disposer de g pour améliorer 
autant que possible la borne obtenue pour cet arc [borne qui peut 
encore s’abaisser, si l’on donne des renseignements sur les points 
singuliers de f(æ) sur le cercle de convergence |. 

Introduisons les fonctions suivantes : 


¢, harmonique dans (T, A), égale à 1 sur A eto sur lp 
NN et te na Site ete ee RE ee ——— 
(1) Considérons en effet la fonction u* correspondant à un arem*n* plus grand que mn; 
on peut toujours supposer que m*n* contient mn; les valeurs de u et u* sont alors les 
mêmes en tout point du contour, sauf sur la partie de m*n* extérieure à mn où u” prend 
des valeurs plus petites; u* est done inférieur à u en tout point intérieur à la couronne, 
done en particulier en tout point de la circonférence-unité. 


12 
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w, harmonique dans cette mème couronne, égale à 1 sur’ — mn, a 
zéro sur mn et A; ona 
logh — logo 


NÉ nn = logg.v + Klogh.w; 
A Per mn lenge u=logg.v + KltogA.n 


enfin t, harmonique dans I’, égale à 1 sur l — mn, et à zéro sur mn; 
on a, dans (F, A), t >. 
Sur ç = 1, il faut que l’on ait 


max u2o, 
p=1 a 
ou 
log — log 
max(v>— = ET ay ; pré >= eee hee 
p=1 K logh p=, pt K log — logg 


ceci doit avoir lieu quel que soit g <1, il faut done 
et a fortiori 


Supposons que mn soit l’are — 0 <'w << 4 du cercle I; le maximum 


Fig. 9. 


de ¢ sur p—1 est alors atteint en æ—— 1; c'est la valeur de ¢ sur 


’ A a , 0 
l'arc de cercle (n, —1, m), donc = « étant l'angle de cet arc avec 


rt a 
arc mn de F. Ora = SR — Oma, > étant le centre de l'arc (n, —1, m); 
on connait Om=h, RÔLE —(, Et À: 


(A-+1)P?=|A—he® P= (1 —he®) (2A—he-“), 


RS ey ee 
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d’ou 
[sy 
Ne 
2[hcoss +1] 
Ona 
h—=Om=)icos8 — micose, 
EK COSO — Tt ÀAcosÿ — h 
COS = COS ——————— 
mb mh 


d’où, comme mA = À +1, 
2 h sin?9 


(1) nantes its wee ete 
h?+-2hcos9+1 


On connait donc a, d’où pour K une limite inférieure 
(2) wee 
| ~ OO 


si l’on se donne 4; et inversement, une limite supérieure pour 0, si 
l’on se donne K. 


AppLicarion. — Si le domaine d’ultraconvergence s'étend à Vinfini et 


— ; en 
peo) 


effet, cosæ>—cosû, a>+n7—9%. La démonstration directe est 
d’ailleurs immédiate : tracons une figure homothétique telle que 
Om —1; la position limite de l"homologue de l'arc considéré quand le 


renferme un angle d ouverture 20, on a nécessairement K 2 


rare 
rayon de I croit indéfiniment est n’Om’, d’où Om’) = 0, et la valeur 
limite de « est bien = — 9. 
Comme cosa <— cos@ = cos(7— 9), ona 


a>nr— 4; 


pour une valeur donnée de 9, la limite obtenue pour K est d’autant 


meilleure que / est plus grand. 
Supposons maintenant que les s,, convergent uniformément, ou 


simplement que bes er sx soient bornés, sur un ensemble E 
. 2 . ea À à 
de la circonférence I’ : 9 =A, de mesure angulaire 20; st lim ak, 


ona 


l’angle « étant défini en fonction de 0 et À par la formule (1). 
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Pour l’établir, il suffit de modifier légèrement le raisonnement : 
prenons des arcs m,7,, Mans, ..., en nombre fini, intérieurs à E et 
dont la mesure totale soit aussi voisine de 20 qu’on voudra. Les valeurs 
imposées à w et sur l'seront zéro sur ces arcs et un ailleurs. Montrons 
que la valeur de ¢ en 2=—1 est maximum quand les arcs m,n,, 
Mis, ... sont juxtaposés et forment un arc unique dont le milieu a 
l’abscisse angulaire © =o: il suffit de montrer que dans ces condi- 
tions 1 — 4 est minimum. Or la fonction harmonique égale à un surmn 
et à zéro ailleurs varie toujours dans le même sens sur ¢ — 1 entre les 
deux extrémités du diamètre axe de mn. Si les arcs m,n,, mins, ... 
n’ont pas la disposition indiquée, on peut remplacer, sinon peut-être 
un de ces arcs, du moins un arc partiel par un arc égal et dont le 
milieu est plus rapproché angulairement du demi-axe réel positif; 
cette opération diminue la valeur de 1 — ten a =—1. 

Remarque. — Si lim re SK et si les ry, =5,,,,— 8, sont bornés sur 
un ensemble, de mesure angulaire 20, de points du cercle ! : 9 =h, tly 
a ultraconvergence st 0 surpasse une certaine limite, fonction de h et K. 

Il y a en effet sûrement ultraconvergence si le minimum de la fone- 


tion uw sur le cercle-unité est négatif, c'est-à-dire si minu<o ou 
p=! 


i logg —logq 
PET Klor se , ou SI ik < x Togh — ogg; comme e > 
= : : — log 
cette cond SE tt 
condition sera remplie si mint CR FAST le premier 


membre ne dépend pas de q, nous pouvons donc disposer de g(<1) 
pour donner au second membre la valeur la plus favorable; la condi- 


tion mint< x entraine donc l’ultraconvergence; or le minimum de t 
e=1 


est atteint en æ — 1; c’est E, où 5 est défini par 
‘ h sin? 9 
(3 D EL s PAS 
) cos = cost + 75 Sharon 
La condition K < assure done l’ultraconvergence. 


On observera que lorsque k croît indéfiniment, « et B ont la même 
limite x — 0. 


22. Sur certains domaines d’ultraconvergence. — Considérons une 


LÉ 
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série pour laquelle une suite {s,,} de polynomes-sections a pour 
domaine de convergence uniforme le domaine L obtenu en fendant 
le plan suivant l’axe réel à droite du point æ—1. Sur la circonfé- 


rence p= R, R>1(p—|x}), prenons un arc pmq qui contienne le 
point où elle traverse cette coupure. 
Pour n<n,, nous déduisons de Ja formule de Cauchy 


I 
| An | $ Re er | Sing | 
la majoration déjà employée 
I ny. i 
4 — log|a — max — log|s,, | — log R. 
(4) 7 os | aul <5 play: 0g | Su | — log R 
Nous utiliserons pour log ’s,,| les majorations suivantes : sur prnq 
I . 
apron ine |< logR + e,,(x); 
sur l’arc complémentaire pm’g ainsi que sur £ =1 


{ 
— log| Sn, |< En, (7). 
WK 


Supposons pr, <n£n, 0 << <C1, et considérons la fonction 2(x), 


“harmonique dans la couronne 1Cp<R, qui prend les valeurs 


I ’ 
oS 1) logk sur l'arc png, —logR sur l'arc pq et zero sur la 
circonférence-unité; nous avons dans la couronne considérée 


I 


log | 5,,: — logo << 9(x) + enr). 
n 


(2) 

Mais la fonction 9 diffère arbitrairement peu de — loge si are pmq 
a été pris assez petit; nous pouvons donc supposer que l’on a, sur la 
circonférence p = R, 


(3) mas QE) <— zlogh. 


La comparaison des inégalités obtenues donne, pour un; <n£n%; 
= log] au | ‘bog R + 8 (2 
F og| ani < — Os Eu ) 


2 
9 


Ao 
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et par suite 

l . I 

= log| an| <— 7logR 
n mn 

si, de plus, m, est assez grand : 


ne> NIR, p|. 


Les seules hypothèses faites sur R et » sont R >1 et y 1, de sorte 
que nous pouvons répéter le raisonnement en remplaçant R et y par 
R? et u°, puis par R° et wu’, etc. 

Prenons alors dans la série donnée tous les termes a,x” dont le 
rang n vérifie l’une des conditions suivantes : 

soit un, << n<n, pour un certain n, tel que n,> N[R, y]; 

soit un; <n<n,; pour un certain n, tel que n, > N[R?,. 2? |], etc: 
de manière générale, on doit avoir pour un certain entier À et un 


certain 7, “A 
pini<R<nx avec ne > N[R4, pl]. 


La série de Taylor formée par ces termes représente une fonction 
entière, car pour les a, considérés 
_ log! a, | — — x 
fl 
et, en la retranchant de la série donnée, on fait apparaitre a la fin des 
s,, des lacunes de largeur relative indéfiniment croissante. _ 

En invoquant un théorème de M. Ostrowski déjà maintes fois 
utilisé ($ 9), nous pouvons affirmer que ‘U est le domaine d'existence 
de la fonction définie par la série donnée. 

Le raisonnement que nous venons de faire, avec des modifications 
insignifiantes, permet d’énoncer le théorème suivant : 


Etant donné un domaine UU simplement connexe, à un seul feuillet, 
contenant l'origine, et tel que lim2w(s)= 27, 20(9) désignant la 


£>& 


mesure (') en radians de l'ensemble des points de la circon férence de 
ee ne 


(1) Eventuellement la mesure intérieure. I suffit d’ailleurs que l'on ait 


lim 2w(s) = 27. 
b> 


+ AN POP Ve 


NS 4 FN 


oy 
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rayon © intérieurs à UU : toute série de Taylor dont une suite partielle 
de polynomes-sections a U comme domaine d’ultraconvergence définit 
une fonction analytique dont ‘UL est le domaine d’existence. 


Observons encore que nous aurions tout aussi bien pu écrire, au 
lieu de (3), 


mane (sy <— (i — 277) logR pour logop= (1 — 7) logR, 
4 étant un nombre positif quelconque. Nous obtenons ainsi facilement : 


Si le domaine U est tel que, pour une certaine valeur R de 9, on aut 
20(R)= 27, toute série dont une suite partielle de polynomes-sections 
a ‘tt pour domaine d’ultraconvergence est la somme d ’une série régulière 
dans le cercle 9 < R et d’une série présentant des lacunes dont la largeur 
relative croît indéfiniment. 


Soit & le domaine d’existence de la fonction définie par la série 
considérée; désignons par €.U l’ensemble des points communs à AL 
et au cercle € défini par 9 <R : E.U et C.& sont identiques. 


Remarque. — Les calculs précédents restent valables si 26(2) désigne 
la mesure (ou la mesure intérieure), en radians, de l’ensemble des 
points de la circonférence de rayon ¢ intérieurs aux differents domaines 
de convergence uniforme de la suite {s,,}. La série se décompose 
encore de la façon indiquée; Ut et & désignant toujours le domaine 
d’ultraconvergence et le domaine d'existence, nous pouvons affirmer 
l'identité de A et & dans la. première hypothèse, de C. ‘UL et C.& dans 


la seconde. 


93. Domaine d'ultraconvergence et domaine d'existence. — Nous 
avons constaté que l’on peut se donner a priont, de façon complétement 
arbitraire, les domaines de convergence uniforme d’une suite partielle 
de polynomes-sections, en particulier le domaine d’ultraconvergence 
(§ 13). Les résultats que nous venons d'obtenir montrent qu'au con- 
traire il n'est pas possible de se donner à la fois a priori le domaine 
d'existence Get le domaine d’ultraconvergence AL d'une suite partielle 
en observant seulement les conditions imposées par les théorèmes de 


2 
i 
97 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — OCTOBRE 1933, 
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M. Ostrowski ('). On peut également se rendre compte de ce fait par 
les considérations suivantes : 

D'après le théorème fondamental, on peut, étant donné ‘UL, retran- 
cher de la série donnée une série de rayon de convergence 2R de façon 
à faire apparaître des lacunes de largeur relative 20>7r, R et 9 
dépendant uniquement de AL. Désignons par # l’ensemble des points 
de & intérieurs à |a|< R: & est intérieur au domaine d'existence de 
la fonction définie comme somme de la série lacunaire obtenue ; donc 
(voir § 9) nous pouvons indiquer un domaine G dans lequel il y aura 
ultraconvergence pour la suite correspondante de sommes partielles 
de cette série. Désignons par & l’ensemble des points de G intérieurs 
ag<R: si 3 n’est pas intérieur à VU (au sens large), le problème 

posé n’a surement pas de solution. Or la condition 3€ (7 ‘VU n’est pas 

forcément vérifiée. En effet, traçons un arc mn qui traverse 6, et 
supposons mn intérieur à UL; on peut prendre pour 8 et R les valeurs 
calculées au moyen de l'inégalité (7.1), U(a) désignant la fonction, 
harmonique dans la région ¢ > 1 fendue suivant mn, qui prend la 
valeur zéro sur mn et sur la circonférence-unité et qui présente la 
singularité logo à l'infini; ces valeurs ne dépendent que de mn; on 
peut donc indiquer pour J¢ un domaine qui ne dépend que de l’arc mn. 
Or il est clair que l’on peut choisir un domaine L contenant mr et tel 
que la condition d¢C VU ne soit pas vérifiée; la figure 10 l'indique 
suffisamment. \ 

Il résulte également, soit de considérations analogues aux précé- 
dentes, soit du paragraphe 22, qu’il n’est pas possible de se donner 
arbitrairement, sous les seules réserves imposées par les théorèmes de 
M. Ostrowski, les domaines d'ultraconvergence de deux suites partielles 
différentes de polynomes-sections; il est par exemple impossible que 
l'un de ces domaines soit du type envisagé au paragraphe 22 et que le 
second ne lui soit pas intérieur (au sens large). 

Dans tous les exemples d’ultraconvergence que je connais, la con- 
dition suivante est vérifiée; on peut trouver un cercle €, contenant le 


(1) A savoir : U est intérieur à &; si F est la plus grande circonférence de centre O 
qui limite un eerele C intérieur à &, C est aussi intérieur à AL: enfin les ensembles 1.6 
eU PU sont identiques. UW est évidemment supposé simplement connexe et ne conte- 
nant pas le point à l'infini. 


RATE Ant 
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cercle de convergence, tel que C.U et C.& soient identiques (C.U 
désigne l’ensemble des points intérieurs à la fois à € et à UL). 


En particulier, cette condition est vérifiée dans les cas suivants : 


Série formée par le procédé du paragraphe 12, à partir d’une série 
ayant son cercle de convergence comme coupure; 

Série formée par ce même procédé à partir d’une série vérifiant elle- 
même cette condition; 

Série que l’on peut décomposer en une série qui présente des 
lacunes de largeur relative indéfiniment croissante et en une série à 
rayon de convergence plus grand. 


Il serait intéressant d'indiquer un exemple ou cette circonstance ne se 
présente pas. 


C. — La « continuité » de la structure lacunaire. 


24. Nous considérons une série ayant la structure lacunaire envi- 
A pe 
sagée au paragraphe 4 : 
Sandi ae Enr", 
1 ] 


Him a, |"<limia, ee 


d= 0 pour NDLR < Mr, 


lim — >1 A ie ate oie Pes 


Nous prenons un entier 7; compris entre m, et m, et tel que, en 
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posant 
ny Nf , 
Wk == Ir, ae = 0%, 
ny mx 
l’on ait ÿ 
lim 4 <1, Him 9% <1; 


on peut alors supposer 0,< 9, 0, <9, 0 étant un nombre inférieur à 1. 

Supposons que la série Za,æ" ait le cercle-unité pour cercle de 
convergence, et queæ = 1 soit un point singulier pour la fonction f(x) 
qu'elle définit. Nous allons chercher à étudier le développement en 
série de Taylor de f(x) autour d’un point a= =e du cercle- 


unité : 


2 


f(æ) => aœy(x —€),; 
0 
pour cela, nous passerons par l'intermédiaire du développement des,, 
autour du méme point : 


Nk 


Shah Lape 
SEE) > oh (t= £) ‘ 
0 


1 y (x —$ Cr 
Y 12 ) ny | ae £ 


|) | 
An PRE SE (x — Ep 4 
e Ss 


te ae , ® 
l'intégrale étant prise sur un cercle 
ep (A+ p<1). 


En tenant compte de(3.1), nous en déduisons par un calcul analogue 
à celui quia mené à (4.1) 


(1) ele ail Jon 1 Mk barry + BS hae : 
je. eae oad SH n 9), SCA + M) + En, Ce) 


My 
pour — 21. 
Te 


D'autre part, nous avons 


: I SAUT) 
Qi A a NE 
STATE) 


l’intégrale étant prise sur un cercle de centre = et de ravon be D 


> 


ANT 
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En utilisant (4.1), on trouve 


(2) — log| at | <— log pa + < [x log(à + p')+en(x)]. os 
L’inégalité (4. 1)n'a été établie que pour une couronne 1<¢<R,; 
nous supposerons À et '— 1 assez petits pour que À+u'<R,. 
On déduit de (2) qu’il est possible de trouver un nombre C >1 tel 
que l’on ait 


ey it , ; : 
(3) = log| ain | <— logy, Po, =, pour “4 A0; 


à condition de prendre À suffisamment petit : À << A(C); un tel choix 
est en effet possible pour À =o à cause de 0,<<9<1, et-le second 
membre de (2) est une fonction continue de À. 

D'autre part, il résulte de (1) que l’on a pour assez petit 


i +. RUE 
(4) = log | n= 2h) | <— log pa. eh OU, Sb ie 
pour l’établir, posons w—1 — À — 7, puis, en désignant par = une 
variable auxiliaire positive, À = L=, n = Ez; posons de même 
NO Tai male Ties Rs 


Quand = tend vers zéro, la partie principale de 


A} 


— log ea 
i k 


est 


que les conditions 


permettent de majorer par (L—pE)= où p est une quantité positive; 
la partie principale de — logy, est (Leos E,)z, au moins égale à 
— (L+E,):; prenons L et E tels que pk —2L >o0, puis E, tel 
que —(L+E,) >L — pE(E;L,E, positifs); si nous donnons à 7 une 
valeur suffisamment petite, 5 << 7,, nous aurons 


hie on a 
— logy, > — logp + = “12 Log (4 +); 
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comme le produit me, (æ) tend vers zéro pour + TE CC, l'inégalité (4) 
sera vérifiée pour les valeurs suffisamment ronds de #. 

u désignant le plus petit des deux nombres u, ét u,, la comparaison 
de (3) et (4) montre que l’on a 


I 
(5) im*= log! %|S— log po, 


~ 


Vastérisque indiquant que l’on considère seulement les » qui vérifient 
<™ € C pour un 7, au moins. 
ae 


Done, si y. est supérieur au rayon de convergence de Za,(æ — £)", 
nous pourrons affirmer que cette série a la même structure « lacunaire » 
que la série donnée La,x"; or, le rayon de convergence en question 
est au plus ; observons que la valeur de x, déterminée pour un 
point E—E, convient a fortiori pour tout point &,|&|<|&,|; déter- 
minons en conséquence une valeur de x, convenant pour un point E,; 
ce x, est supérieur à 1; d'autre part ona, en toutpoint£,u, >| 1 — él; 
si nous prenons |Ë|<{|Ë{, || <u, — 1, la condition &, > [1 — 
sera sûrement vérifiée. 

Supposons de plus que l’on puisse faire apparaître dans la série 


: : SRE ne me). 
Za,x" des lacunes de largeur relative croissant indéfiniment : -—! >; 
# my 


nous pouvons alors supposer 0, -> 0, 0), + 0; (1) entraine alors 


k 
: —log | x, — 2;! 


quand n, croit indéfiniment 

Prenons < <g(“), où g(k) augmente indéfiniment avec & mais de 
façon suffisamment lente pour que les produits g(#)0, et g(#). e, (æ) 
qui apparaissent au second membre de (2) quand on y remplace = par 
g(k) tendent vers zéro ('). Cette inégalité entraine alors 


lim = log | æ,/ [JS —1 og p'; 


ee ee 


C1) parait difficile de donner un résultat plus précis: si l'on se reporte au calcul fait 
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la comparaison des deux résultats montre que 
(6) \ lim* = log| an | <— logy’, 


l’astérisque indiquant ici que l’on considère uniquement les n qui 
vérifient l’inégalité 

Me - 
(7) 1S > < g(k) 


pour une valeur au moins de #. 

(6) et (7) montrent que pour |.£| <p’ —1 (et |E| > 1), le dévelop- 
pement de f(z) autour du point 2=€ présente la même structure 
que son développement autour de l’origine : on peut y faire apparaitre 
des lacunes dont la largeur relative augmente indéfiniment. 

La seule condition imposée au nombre yu! > 1 est que À + y soit 
inférieur au rayon extérieur R, de la couronne dans laquelle nous 
avons établi la validité de (4.1). Introduisons l’hypothèse supplémen- 
taire que dans la décomposition ; 


Sax —Zaîixt + La, x", 


la seconde série représente une fonction entière; u! peut alors être pris 
arbitrairement grand, de sorte que le développement de f(x) autour 
d’un point quelconque x == & intérieur au cercle de convergence se 
partage en une série à lacunes de largeur relative croissant indéfini- 
ment et en une série qui représente une fonction entière ("). 

Nous allons voir que la même propriété appartient à tout point inté- 
rieur au domaine d’ultraconvergence U de la suite (5, }, c’est-à-dire, 
d’après un théorème de M. Ostrowski (voir § 9), à tout point du 
domaine d’existence de f(x). Il suffit de trouver une inégalité qui 
remplace (1); on peut d’ailleurs se borner au cas où tous les a," sont 
nuls, et où, par conséquent, 5,, — 5m, - 

Tracons une courbe I fermée, sans point double, entourant le 
mS 
pour majorer les Sn, (§ 2), on voit que l’on peut former des séries pour lesquelles Ven, (x) 


en question tend vers zéro de maniére arbitrairement lente; on peut par exemple prendre 
1 


les a, positifs et supérieurs à 1, la fonction n(d) qui caractérise la répartition des | a |” 
autour de leur limite supérieure étant très lentement cro.ssante quand à, > 1, tend vers un. 
(1) Raisonnement analogue a celui du paragraphe 22 (woir p. 288). 
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point Ë envisagé, intérieure à UL, pénétrant dans le cercle-unité, et 
telle que l’on sache résoudre le problème de Dirichlet pour l'intérieur 
de T'(*}; la fonction harmonique : 


ss log | f(x) — Su (#) | 


est majorée sur un arc pg deI intérieur au cercle-unité par logr + Em, (æ) 
où r désigne une constante inférieure a 1, et sur l’arc complémentaire 
par ¢,,/(a:). Considérons la fonction harmonique dans F qui prend les 
valeurs logr sur pq et zéro sur l’arc complémentaire; dans un cercle 
[x —E|£u complètement intérieur à I’, cette fonction est inférieure 
à logu, u < 1. Nous avons donc pour n, assez grand 


I ny J 
tk Ze. 2a i ve 
= log! a, — x | << — logy + a log u, 
qui entraine bien 
I 
= log | %,— œlf) | + — co. 


Résumons les résultats obtenus : 

Nous considérons une série de Taylor (S), La,a", définissant une 
fonction analytique f(x). 

Nous envisageons pour (S) les structures suivantes : 


Tyee (A): somme d’une série ayant une infinité de lacunes de lar- 
geur relative bornée inférieurement et d’une série à rayon de conver- 
gence plus grand. 

Type (B) : on suppose de plus que la largeur relative des lacunes 
augmente indéfiniment. 

Type (C) : somme de deux séries dont l’une a des lacunes de lar- 
geur relative croissant indéfiniment et dont la seconde représente une 
fonction entière. 

Type (D) : somme de deux séries dont l’une a des lacunes de lar- 
geur relative croissant indéfiniment et dont l’autre converge dans tout 
le domaine d'existence de la fonction définie par la série donnée (S). 


(') Comme au paragraphe 8, on peut remplacer la considération d+ F par celle d’une 
chaine de cercles et ne faire appel qu'à l'intégrale de Poisson. 


i ee i 
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Alors : St (S) est du type (A) ou du type (B), le développement de 
f(a) en série de Taylor autour de tout point suffisamment voisin de 
l’origine appartient à ce même type (A) ou (B). s 

St (S) est du type (C), il en est de méme du développement de f(x) en 
série de Taylor autour d’un point quelconque de son domaine d'existence. 


Un théorème analogue est valable pour le type D (appliquer à la 
première série de la décomposition le théorème établi pour le type C). 

En faisant appel à un théorème, déjà utilisé plusieurs fois, de 
M. Ostrowski, nous pouvons compléter ainsi ce dernier énoncé : 


Si (S) est du type (C), le développement de f(x) en série de Taylor 
autour d’un point quelconque de son domaine d'existence & possède une 
suite partielle de polynomes-sections { s,, } qui converge uniformément vers 
f(x) dans & tout entier, et l’on peut prendre la méme suite { n,} pour 
tous les points de &. Le même théorème est valable pour le type D. 


Il est très remarquable que, dans ce cas, le développement en série 
de Taylor suffise à représenter la fonction dans tout le domaine d’exis- 
tence, et cela d’une manière encore plus complète que ne le laissait 
pressentir le théorème cité. 

Un exemple du cas étudié en dernier lieu est fourni par les séries 
pour lesquelles une suite partielle de polynomes-sections a un 
domaine d’ultraconvergence ‘U tel que 

lim 20(R)—27 

R> + 
2«(R) désignant la mesure (en radians) de l’ensemble des points de 
la circonférence 9 = R intérieurs à A (§ 22). 


Rewarque. — Les théorèmes du paragraphe 9 exigent, dans le cas de 


l’ultraconvergence, une loi ‘de répartition extrêmement régulière des 
1 
| a, |" au voisinage des lacunes: il aurait donc été naturel de penser 


que pour une série lacunaire donnée a priort de manière quelconque, 
l’ultraconvergence est un phénomène exceptionnel, le cas normal 
étant que la fonction définie par la série admette le cercle de conver- 
gence comme coupure. Les considérations précédentes nous amènent 
à modifier cette conception : l’ultraconvergence d’une série lacunaire 


Ann. Fe. Norm., (3), L. — Ocrosre 1933. 38 


2 


4 
« 
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doit être considérée comme le phénomène général, en ce sens que la 
fonction définie par une série lacunaire admet autour de tout point 
d'un certain voisinage de l’origine, sauf peut-être autour de l'origine 
elle-même, un développement à structure lacunaire pour lequel l’ultra- 
convergence se présente. 


D. — L’ultraconvergence et les procédés de sommation. 


25. Le procédé des moyennes arithmétiques. — L'ultraconvergence 
consiste en ceci : étant donnée une série de Taylor 


æ 


(T) San 


[0 


qui, à l’intérieur de son cercle de convergence ¢ < 1, représente une 
fonction analytique f(x), il peut arriver qu’en prenant une suite 
particulière {s,,} de ces sommes, on obtienne une représentation 
de f(x) dans un domaine plus étendu que le cercle de convergence. 
On peut se demander si la même méthode ne permet pas d'élargir le 
domaine dans lequel un procédé donné de sommation, appliqué à (T), 
fournit une représentation de f(x). Nous allons étudier cette question 
pour le procédé des moyennes arithmétiques. 
Posons donc 


So + Sa kese + Sn + Sn 
n= I 


(1) Sz 
n n+iI—v Ay, x” 

LEE A ee ; 
I CU oo n+ 1 


= &+ 


le calcul fait au paragraphe 2 pour majorer les s, en dehors du cercle 
de convergence s'applique sans modification aux S,; d'autre part, 
l'intégrale de Cauchy permet encore d'exprimer les coefficients de (T) 
à partir des S, : 

ES SE I S,(x 
(2) ——— = a dx pour von; 


n+I 271, N+ 


le calcul du paragraphe 5 et les conclusions qu’on en a tirées restent 
done valables. Par suite : 


Su une suite partielle |S,,(x)} converge vers f(x) dans un domaine 
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plus étendu que le cercle de convergence — ou plus généralement si sa 
divergence dans un eertain domaine extérieur à ce cercle est d’un type 
moins rapide que celui qui est caractérisé par (2.3) — on peut, en 
retranchant de (T) une série à rayon de convergence plus grand, faire 
apparaître à la fin des s,, des lacunes de largeur relative bornée 1n fé- 
rieurement. , 


Le second théorème de M. Ostrowski s'étend donc au cas qui nous 
intéresse ici. Il ne semble pas en être de même du premier théorème ; 
ceci tient à ce que la convergence des S, vers f(x) dans 9 << 1 n’admet 
pas une évaluation analogue à celle qui s’applique aux s,. 

Montrons que l’ultraconvergence d’une suite {S,,{ peut effective- 
ment se présenter. Considérons une série lacunaire : 

QO pour m,zONsSng; 


alors 
ables Rae NU: ve Soot israel 


Sn. Sem 1 


nett Neti 


en utilisant (2.3), on voit que le module du second terme est majoré 


I (do) 4 6 
ar mi const. |; par suite : 
y | F L 13.8 pes 
. . yt . . 
S'il existe un nombre A > 1 tel que ———> 0 — donc, en particulier, 
k 
si m= o(logn,) — la suite {S,,} converge uniformément autour de 


tout point de la circonférence-unité qui est un point régulier pour f(x). 
Il existe d’ailleurs bien des séries pour lesquelles la condition précé- 
dente est vérifiée sans que le cercle de convergence soit une coupure; 
ceci résulte par exemple du paragraphe 16. 

En nous restreignant aux séries dans lesquelles on peut faire appa- 
raitre des lacunes suffisamment larges, nous obtenons donc une géné- 
ralisation du premier théorème de M. Ostrowski. 


26. Autres procédés de sommation. — ll est clair que le phénomène 
de l’ultraconvergence ne peut se présenter pour toute méthode de 
sommation; en particulier, il ne se presente certainement pas pour la 
méthode de Mittag-Loeffler, qui donne une représentation de f(x) 
dans toute l'étoile principale. Cherchons à quelles conditions les 
calculs précédents restent valables. 


29 


300 GEORGES BOURION. 


Nous supposons donnés des coefficients y, définis pour m<n, et 
nous formons les polynomes | ; 


(1). P,(z)= va + var +... + pliant + YY anz"; 


nous supposons les 7% tels que les P, convergent uniformément vers 
f(a) dans le cercle-unité. Pour qu’à partir de la formule 


# 1 jf Pi(z) 
m— s(n) m+4 
m x" 


nous puissions reprendre le raisonnement du paragraphe 5, il faudra, 
d'une part, que les P, vérifient une inégalité de la forme (2.3), 
F1 


d'autre part, que ||" 1 lorsque nm augmente indéfiniment, au 


m 


-moins quand le rapport *) inférieur à 1, reste supérieur à un nombre 
positif fixe (d’ailleurs quelconque). 

Un cas particulièrement important où l’inégalité (2.3) s’étend 
immédiatement est celui où les y} sont tous positifs et inférieurs 


à un; il suffit alors que la seconde condition soit remplie. 
Voici différentes applications : 


1° Comme cas particulier, on retrouve les résultats précédents sur 
la sommation par les moyennes arithmétiques. 

2° Ces résultats s'étendent aux méthodes de sommation de Cesäro et 
de Holder. 

3° Plus généralement, les mêmes considérations s'appliquent à la 
sommation par une série divergente retournée Xe, : 


a ~ ec 
Cre, + Cg +... + Cn, oy = 0) Cu 2, © >0; 
n 
p, — nSot Ona $1 He + Ci Sn + CoSn 
Fe ca te aT Te PO age a EEE ae SS ae ee 
C Cu 
= G C 
=a) + ax +. = moe, = 
0 9 TZ + = Pe Amz” + + Ce. Anz 
En effet, on a dans ce cas 
Ch Cr — Gent re 
=—- —>0, —_—— > 0 —— + 1, 
Cr Cr Y (ES 


d’où 


lim(C, np 2 1 


i 
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4° Elles s’appliquent encore à la sommation par une série diver- 


gente Xc,, 
Cpe, + Cot... +n (Crn>0), Cr— ©, 


pourvu que la croissance des C,, soit suf fisamment rapide ('). 
On a en effet 


Cg Sg CS ++» Cn Sn—1 + CnSn 


a : 
Fa ; 
C C= 
aig (.— c) dE +... + (-— fa) ane +. Le (— Pare"; 
n 


ns Cat” à On 
la condition (x— <=) ->1 est remplie si lim <1, ou encore 
n nr 


si les a tendent vers 1 de facon suffisamment lente. 


Le fait que les méthodes de sommation précédentes ne peuvent 
présenter des phénoménes d’ultraconvergence que lorsqu’on les 
applique à une série à structure lacunaire est étroitement lié à l'im- 
possibilité de sommer par ces méthodes une série entière hors du 
cercle de convergence (pour la démonstration de cette impossibilité, 
voir le Mémoire cité de M. Leja). © 

Je n’aborderai pas ici l'examen des phénomènes d’ultraconvergence 
dans d’autres méthodes de sommation. 


27. Application des méthodes de sommation à une suite partielle. — 
Dans le même ordre d’idées, on peut se demander à quelles condi- 
tions une méthode de sommation, appliquée à une suite partielle {s,, } 
de polynomes-sections, permet de représenter /(x) dans un domaine 
extérieur au cercle de convergence. Ce problème se ramène au pré- 
cédent : appliquer à {s,,} la méthode de sommation définie par un 
tableau (+?) de coefficients revient à appliquer à la série un procédé 


mt 
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(2) Cette restriction est indispensable ; M. Leja a montré en effet que toute série de 
Taylor qui possède une suite partielle ultraconvergente de polynomes-sections peut êlre 
sommée dans tout le domaine d’ultraconvergence par une série divergente convenable- 


* ment choisie (il suffit d’une modification insignifiante au raisonnement de M. Leja pour 


obtenir l'énoncé sous cette forme). 
Voir F. Lesa, Sur la sommation des séries entières par la méthode des moyennes, Bull. 


Sc. math., 54, 1930, p. 239. 
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de sommation défini par un autre tableau de coefficients, qui dépend 


de la suite { n;}. 

A titre d'exemple, étudions la sommation de {s,,} par les moyennes 
arithmétiques. : 

Nous posons par conséquent 


p, — °" + Sn Fes Sn À Sey, 
ag k 2 


le coefficient de a,,a”" dans P,,, est 


Bi Ney << MSN; 


1 


il est en tout cas compris (au sens large) entre ret 1. Or (k)"*, com- 


1 
pris entre (4) et 1, tend vers 1; la condition indiquée au paragraphe 


précédent est donc vérifiée : quand m et n, augmentent indéfiniment 
1 


de telle sorte que i <1 et lim Dos (ney ->1. Si la suite {P,,} est 
ultraconvergente, on peut donc faire apparaître à la fin des s,, des 
lacunes de largeur relative bordée inférieurement; l'application 
à |s,,) de la méthode des moyennes arithmétiques ne permet donc de 
représenter f(x) dans un domaine sortant du cercle de convergence que 
lorsque la suite | s,, | est elle-méme ultraconvergente. 

On arrive aux mémes conclusions pour la sommation par une série 
divergente retournée ; si l’on pose en effet 


P 2 CkSn + Chi Sn, one CoSnx, 
MP RES UC ee ee à 
k Ci. 


le coefficient de a,x” dans P,,, est 


LEA d 
— Si py <MSny; 
Cz 
G 

1 . 
a's SU Jr LS NT). 
Cz = 


ns qe lea 
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. ‘ C 
il est en tout cas compris (au sens large) entre — et 1; en tenant 


‘ 1 
compte de lim (C,)" = 1, le raisonnement se termine comme plus haut. 
En ce qui concerne la sommation par une série divergente, le pro- 
bleme ne diffère pas de celui qu’on a étudié au paragraphe précédent; 
on peut en effet sans aucun inconvénient remplacer la condition c, > 0 
par c,20; il revient alors au même de sommer la suite {s,,} par la 
série Ze, ou de sommer La, x” par la série Xc, ainsi définie 


EE CR (AS 2, 3, dy 


* .- , 
C,—= 0 SI nnest pas un 74. 


98. Sur la sommation d’une série de Taylor par une série divergente. 
— M. Leja a montré (voir la note du paragraphe 26) que certaines 
séries de Taylor peuvent être sommées en dehors de leur cercle de 
convergence au moyen d'une série divergente Xc, convenablement 
choisie ('). 

ll est parti pour cela d’une série ayant une suite partielle ultra- 
convergente de polynomes-sections. 

Nous allons établir que toute série de Taylor qui est sommable par 
une série divergente dans un domaine extérieur au cercle de convergence 
(séparé ou non de ce dernier) est à structure lacunaire au sens du 
paragraphe 4. À 

Partons de l'expression de P, (§ 26) 


C Core Cr 
P,=a + (1— ct) ae ht r= “rm Am£+...+ (1 C Laz"; 
n na An 


| : 
la convergence des P, dans un domaine extérieur au cercle de conver- 
gence p < 1 de la série £a,æ" permet dé reprendre pour la suite Ye 
un calcul analogue à celui qui a été fait au paragraphe 5 pour la 
suite {5,,}; on obtient ainsi 

1 


Cr = oe 12 s 0 LE x 
ow Per a | Qn | pour Ün<m£n, 


n 


a 


_(*) Ceci devient évident si l'on admet des c, nuls: il suffit de partir d’une suite ultra- 
convergente { sn, } et de poser Cnx= 1; et cy = 0 quand n mest pas un nk. 


29% 


RE 
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0 et À étant des constantes inférieures à 1. Cette inégalité équivaut à 


(1) Ce nai T” 


Supposons alors qu’il soit impossible de faire apparaître dans la série 
donnée une infinité de lacunes dont la largeur relative soit au 

. I . 
moins =, 


; . s à I 
7: en en retranchant une série de rayon de convergence 25; on 
peut alors associer à tout n suffisamment grand un v tel que 


i 
n I cr} 
on oe ja P>a; 


nous avons donc une suite infinie v,, v., ... telle que 
Ver I 
es, | ay, | > 2À"*. 
VE 
Il résulte alors de (1) que 


I I I 


ta OS Gi Te 
I a ® , ° a I > 7 . 
we étant inférieur à x et le produit infini Il ‘ = étant 
1 — À0* hoy — j8 


convergent, il y a contradiction entre (2) et la divergence de XZc,.. 


SECONDE: PARTIE. 
L’ULTRACONVERGENCE DANS CERTAINES SERIES DE FONCTIONS ANALYTIQUE 


A. — Séries Za,u,(x) où = log un(æ)| > u(r). 


29. Soit une suite de fonctions analytiques u,(x), régulières et 
uniformes dans un domaine @; aucune hypothèse particulière n’est 
faite sur ce dernier, qui peut être situé sur le plan simple ou sur une 
surface de Riemann, et dont l’ordre de connexion est quelconque, fini 


ee PR 


wet ¢ 
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ou non. Nous supposerons que dans @ les fonctions harmoniques 
I . | 5 . . 
-log|u,(æ)| tendent vers une fonction harmonique u(x), qui peut 


présenter des singularités; nous supposerons la convergence unt- 
forme dans tout domaine intérieur à @ où u(x) est régulière; les 
singularités de u(a) sont alors des points d’accumulation de celles 


des = log|u,(æ)|, c’est-à-dire des points d’accumulation des zéros 


des u, (x); les points singuliers isolés de u(x) sont par suite des infinis 

négatifs ; nous conviendrons d’exclure de @ les points singuliers non 

isolés de u(x). Nous désignerons par es la fonction e“*). 
Considérons alors une série 


(S) > nl 2); 


si nous posons 


1 
a=lim | a, |”, 


l'ensemble des points de @ autour desquels la série (S) converge 
uniformément est défini par l’inégalité u(a) + loga < 0; il est cons- 
titué par des domaines ('), en nombre fini ou infini, où la série définit 
des fonctions analytiques qui peuvent être différentes. 


30. Majoration pour les sommes partielles à l'exiérieur de la région 
de convergence. — Le calcul est presque identique à celui du para- 
graphe 2. Nous posons 


ste) =Ÿ a Uy (2); 


ra 


6 étant supérieur à 1 mais arbitrairement voisin de 1, nous avons 


1 
jay M < ad pour v>n'(Ô), 
1 
[uyM<dr(x) pour v>n"(0), £ 
Rh ge ae 


(1) Le mot domaine désigne selon l'usage un ensemble ouvert et connexe. 
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d'où pour v > n#(Ô), avec | 
; n(d) = max([n'(d), n'(d)], 
nia) : ñ | 


MOIRSNCTICIEXCEL CS, 


n(ô) 


#2 | ay w(x)|+ [Par(x)]}S 0? a o( a) 


ae(x4)—I - 


Si x reste dans la région 
— loga + logd’< u(x) <M, <i, dd >1, 
on obtient | 


| h 
(1) = log| su(2) |< u(a) + loga + alogd + =; 
cette inégalité peut également s’écrire 
(2) = log| su(@) |< u(x) + loga + én(x); 


sous cette forme, elle est valable dans @ à l’exclusion des domaines 
de convergence de (S). Pour la notation ¢,(a), voir le paragraphe 1. 


31. Majorations pour les restes. — D étant l’un des domaines de 
convergence de la série (S), soit f(x) la fonction analytique définie 
par la série dans ce domaine; posonsr,(æx) = f — s,; r, est ainsi défini 
dans le domaine d’existence de f(x), et est représenté dans D par 


2 


xa uy(2). 


n+1 
1° Majoration dans D : Si n0°<1, on a, dans 
u(x) <—loga + logn, 
et pour n > n(à), 


|rn(%) 1S |v | w(x) |<} [dao (w) Y= [da o(x) ae 
n+1 n+1 
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d’où 
I h 
(1) = log| rn(w) |< u(x) + loga + a logd + —; 
cette majoration reste valable a fortiori pour Ty,» = Sn+p — Sne 
2° Majoration dans le domaine d'existence de f(x). Prenons un 


domaine A intérieur à @ et au domaine d’existence de f(x), et tel que 
l’on ait dans A © 


1 
u(a)>lg — (81); 


on a dans A | f(x)|< Met, comme 7, = f—S,, 
[ralS\f| 1s. [ <2 max CM, |sn(z) |], 
d’où, d’après (30.1), 


(2) Lloglra(æ)|< u(æ) + loga + 2 logo + 525 


6 > 1 étant tel que à 9 > 1. 
3° Dans un domaine où u(x) << — loga + logo’ et où u(x) est bornée 
supérieurement, on a 


I 
n+p 


: : = Fy : d h. 
(3) log] Pap (x) | < u(x) + loga + alogd + = 


si 526'>1, n >n(6) [résulte de la démonstration de (30. 1)]. 
4° Dans tout domaine intérieur à 0) et au domaine de régularité 
de f(x), et où u(x) est bornée supérieurement, on a 


I 
(4) = tog| ra(e) |< ula) + loga + 2 logô + 


pour n > n(à); cette inégalité s'établit comme (3.4). 
Nous pouvons écrire en définitive 


(5) = log] ra(æ)|<u(æ) + loga + &(), 


cette inégalité étant valable dans la région commune à @ et au 
domaine d’existence de f(æ). 


92. TnéorèmE L. — La convergence uniforme d’une suite partielle | Sic} 
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autour d’un point-frontiére d’un domaine de convergence D de la 
série (S) entraîne la convergence uni forme de cette méme suite autour de 
tout point- frontière de D intérieur à @ et au domaine d'existence de la 
fonction analytique f(x) définie par la série dans D. 


Soit en effet x, un tel point; traçons un contour À entourant x, qui 
ne sorte ni de @, ni du domaine d’existence de f(x), et dont un 
arc mpm! soit intérieur au domaine d’ultraconvergence de la 


. . . À 
suite {s,,}. Nous avons sur cet arc la majoration 7, 108 | Pn | LEE 


et sur le reste de A la majoration (31.5); par suite, si /(a) désigne la 
fonction harmonique dans A qui prend les valeurs O sur l'arc mpm’ 
etu(æ)+ loga sur le reste du contour, on a dans A 


: 
rs ru | <l(x) + &n, (2). 


l(a) étant inférieure à u(x) + loga en tout point intérieur à A est 


_ Fig. 11. 


négative en 2, d’où résulte la convergence uniforme de {s,,} autour 
de ce point. 


33. THÉORÈME Il. — Supposons que pour une suite partielle {s,, | 
l'inégalité (30.2) puisse être améliorée; nous entendons par là, en 
accord avec les résultats obtenus pour les séries de Taylor, que l’on a 
l'inégalité 
(1) noel $m (@) | <U( 2) + en (2) 


sur un ensemble fermé E qui ne soit pas de capacité nulle, E étant 
intérieur à @ mais non intérieur aux domaines de convergence de (S), 
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et la fonction U(x) étant sur E continue et inférieure à u(æ)+ loga. 
Considérons alors un point +, intérieur à @, qui a les propriétés sui- 
vantes : 2, est point-frontière de celui des domaines définis par 


u(x) + loga >o 


qui contient E; x, est un point régulier pour la fonction analy- 
tique f(x) définie par la série dans celui (') des domaines de conver- 
gence dont x, est un point-frontiére. 

Sous ces hypothèses, la suite {s,,\ est ultraconvergente en x,, la fonc- 
tion limite étant f(x) (?). 


Démonstration. — Tout d’abord, on peut supposer que la condi- 
tion (1) est vérifiée dans un domaine A (voir la fin du paragraphe 10). 
Tracons alors un cercle (y) de centre x, intérieur au domaine de 


Fig. 12. 


régularité de f(x), puis un contour A (courbe analytique ou ligne 
polygonale), fermé et sans point double, qui soit intérieur à @ ainsi 
qu’à la région u(æ)+ loga >> 0, et qui pénètre dans A et dans (y). 
w(x) désignant la fonction harmonique dans A dont les valeurs sur le 
contour sont U(a) dans A, u(x)+ loge ailleurs, on a d’après (1) 


Ne are ee rd UD Or 


(2) Éventuellement dans l’un de ces domaines. 

(2) Dans le cas signalé à la note précédente, la série (S) a donc pour somme la 
même fonction analytique f(x) dans tous les domaines de convergence qui ont zo comme 
point-frontiére. 
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et (30,2) 
| = log| 8n,(2) | <6v(@) + En, (2) dans A. 
k 


Sur un arc plq de (y) complètement intérieur à A, nous avons, en 
reprenant à partir de l'inégalité précédente le calcul qui a mené 
à (31.5) 


a log| rn, (2) | << w(x) + &y, (2); 
Nk 


sur l’arc complémentaire, nous utiliserons la majoration (31.5), 

t(x) désignant la fonction harmonique dans (y) dont les valeurs sur 
le contour sont #(a) sur plg et u(x) + loge sur l'arc complémentaire, 
nous avons à l’intérieur de (y) 


a lol ln, (x) |< É(&) + En, (2); 


t(a,) étant inférieure à u(æ,)+ loga—o, la suite {s,,} est ultra- 
convergente en x. 


34. L’ultraconvergence serrée. — Taéonème III. — Si l'inégalité 
(1) 7, 1O8| Sua(@) | <U (x) + Em (2) 


est vérifiée sur un ensemble E fermé et de capacité non nulle pour une 
Nk+1 


suite |5,,} telle que —“* 
k 


+1, la fonction U(x), définie sur E, étant 


continue et inférieure à u(x) + loga : la suite | s,,\ est ultraconvergente 
en tout point- frontière, intérieur à 0), d’un domaine de convergence de 
la série (S). 


Posons 
Rx(x) = Sn (T) — Snx(Z); 


dans les domaines de convergence, nous emploierons pour log|R,;| la 
majoration (31.1); dans la partie de @ extérieure aux domaines de 
convergence, nous ferons appel à (30.2) en observant que |R,| ne 
surpasse pas le double du plus grand des nombres |s,,(a)| et | 5,,,,(2)|, 


Pere a ee 
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et en tenant compte de ru — 1. Nous obtenons ainsi l'inégalité 
fat 
pee Ry(x) |< u(x) + loga + én, (x) 


valable dans @ tout entier. 

D’autre part, dans les hypothèses indiquées, l'inégalité (1) est 
vérifiée dans un domaine A intérieur à la région u(a) + loga > 0 (fin 
du paragraphe 10). | 

Soit alors x, un point-frontière, intérieur à @, d’un domaine de 
convergence de (S); tracons une courbe A fermée, sans point double, 
qui pénètre dans A et qui entoure æ,; nous avons dans A 


raed Ry (x) |< (x) +em(x), 


w(a) étant la fonction harmonique dans A dont les valeurs sur le 
contour sont U(a) en tout point intérieur aA et u(æ) + loga ailleurs 
Mais w(æ) est en x, inférieure à u(æ) + loga, donc négative, donc 
encore négative dans un voisinage de a); on peut par suite indiquer 


un cercle (y) de centre æ, et une constante logg, 9 1, de telle sorte 


que a log|R,| soit inférieure à logg dans (+) à partir d’une certaine 


valeur de #. 

La série XR;(æ), majorée dans (y) par la série convergente 2q", y 
converge uniformément, ce qui signifie que {s,,} converge uniformé- 
ment au voisinage de æ,. 


35. Remarques. — 1° Dans tous les raisonnements précédents, on 
peut utiliser au lieu d’un contour À une chaine de cercles (voir e 
paragraphe 8). Comme le théorème fondamental du paragraphe 7, les 
résultats énoncés ici sont de nature très élémentaire. 

2° Si la suite partielle {s,, } est ultraconvergente autour d'un point, 
elle est en général ultraconvergente autour de tout point-frontiére, 
intérieur à @, d’un domaine de convergence de (S), qui est un point 
régulier pour la fonction définie par (S) dans ce domaine. Cela résulte 
du théorème II quand la région u(x) + loga >o est d'un seul 
tenant; si l'un des domaines de convergence morcelle @, on peut le 
« traverser » en ayant recours au théoréme I. Ce raisonnement est 
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toutefois en défaut si un arc frontière d’un domaine de convergence D 
morcelle @ et est en même temps une coupure pour la fonction définie 
par S dans D. 

3° Si l’on sait a priori que la fonction définie par (S) dans un de 
ses domaines de convergence D a nécessairement un point singulier 
sur la frontière de D, et si D est complètement intérieur à @, le théo- 
rème III exclut la possibilité de l’ultraconvergence serrée ('). 

4° Le premier théorème de M. Ostrowski (ultraconvergence d’une 
série lacunaire autour de tout point régulier) s’étend immédiatement 
aux séries que nous considérons. Par contre, le théorème réciproque 
n’est plus valable (?). 2 | 


36. Exemples : 1° Développements en séries de polynomes de 
Legendre. — D'après la formule de Laplace 


Tv 
P,(2)= =f (x + Vx— 1 cos)" dy, 
0 


I . . rer ae Lo 
= log|P,(x)| tend vers la plus grande détermination de log! z+ÿz—1|. 
Cette fonction est harmonique et régulière, sauf sur le seg- 
ment (—1, +1) de l’axe réel. D’après les conventions du para- 
graphe 29, il y aurait lieu de prendre comme domaine @ le plan fendu 
suivant ce segment; mais la coupure étant intérieure au domaine de 
convergence de la série Za,P,(æ) (lorsque celui-ci n’est pas vide) 
peut sans inconvénient ètre supprimée. 


2° Développements en séries de polynomes de Faber. — Soit C une 
courbe fermée sans point double, formée d'un seul arc analytique, 
tracée dans le plan de la variable æ; I et A désigneront l’intérieur et 
l'extérieur de C; x = (1) = 7 + d)+a,t+.., ou t= 9(2’) repré- 
sentera conformément A sur un cercle |{t| << r; Y(t) reste définie et uni- 


(*) Ainsi, cette impossibilité se trouve établie à nouveau pour les séries de Taylor. De 
même, le phénomène d'ultraconvergence serrée ne peut pas se présenter pour une série 
de Dirichlet à coefficients positifs (voir plus loin l'extension des théorèmes I à IIL aux 
séries de Dirichlet). 

(*) Ine suffit même pas, pour qu'il reste valable, que l’on ait un procédé régulier 
permettant de déduire de la fonction f(x) les coefficients a» de son développement 
(Exemple : séries de Dirichlet). 
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valente dans un cercle |t|<7’, r’>r; nous désignerons par C, la 
courbe transformée du cercle K, :[æ|—p, 9 <7r'(‘). Les polynomes 


de Faber relatifs à I sont alors définis par la fonction généra- 


trice aay PL slant le coefficient de 7” : 


P, (x2) = —=* path (Zong 


2Ti er PC) ; 


cette expression étant valable lorsque x est extérieur à C,.et l'intégrale 


_ étant prise sur un cercle de rayon p’ supérieur à ¢ si x est sur C,. 


On en déduit aussitôt que = logP,(æ) tend uniformément vers 


log|p(x)|, à l'extérieur de C,'; ce sera là le domaine ©. 
Toute fonction F(x) analytique à l’intérieur de C,(p <7r') est 


' développable en série de polynomes de Faber uniformément conver- 


gente dans C, : 
F(x) = ZanP, (x) 
avec 
I 
An = er QUOI ‘dt 
(ox o <r’, c arbitrairement voisin de p). 

Non seulement les théorèmes précédents sont valables pour les déve- 
loppements en série de polynomes de Faber, mais l'expression de a, 
permet d’étendre à ces développements toutes les propriétés établies pour 
les séries de Taylor dans la première partie de ce travail (?). 


3° L'exemple de M. Harald Bohr (*). Considérons la série E(—i)'e 1" 
où = 24, None = 24+ ef. Elle converge dans le demi-plan R(x)>0, 
et les sommes partielles de rang impair convergent uniformément 
partout. Nous avons ainsi un exemple tres simple d’ultraconvergence 
serrée. | 

(2) Ce sont les notations de Faber dans son Mémoire sur les polynomes de Tchebichef 
(Journal de Crelle, t. 150). 

(2) M. Ostrowski ([2]) a signalé l'extension des deux théorèmes du paragraphe 9 et 
des résultats du paragraphe 24. — La validité des deux théorèmes du paragraphe 9 
résulte immédiatement de la correspondance entre les points singuliers des fonctions 
définies par les deux séries Zap P,(x) et Zantr (G. FABER, Math. Ann., t. 64, p. 124). 

(3) Rendiconti... di Palermo, t. 37, 1913. Voir le fascicule du Mémorial que M. Valiron 
a consacré aux séries de Dirichlet (p. 4). 


Ann, Ec, Norm., (3), L. — Ocroare 1933. ho 
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37. Extension au cas ; log | u,(æ)|— u(x). — On peut se demander 
dans quelle mesure les théorèmes que nous avons énoncés s'étendent 
aux séries de la forme Za,u,(æ) où les u, ont la propriété suivante : 
il existe une suite de nombres }, croissant indéfiniment, tels 
que j log|u,(æ)| tende vers une fonction harmonique u(æ) unifor- 


mément dans toute région du domaine considéré @ où cette fonction 
est régulière. Les séries de Dirichlet, par exemple, rentrent dans 
cette catégorie. 

Les démonstrations des théorèmes I, II, III s'étendront immédiate- 
ment si nous pouvons généraliser les inégalités (30.2) et (31.1), 
c’est-à-dire si 

I 

I 

Xn 
des domaines de convergence de la série. 

Une première condition est que la série Xr’ converge pour tout 
r positif inférieur à wn; elle n’est pas suffisante ('), il faut de plus que 
l’on ait 


log|s,| << u(x) + &,(2) a l’intérieur, 


log| rn-| << u(x) + e,(x) a Vextérieur 


a 
I 
— lg © rh r+e, pour r>1, 


ve 
- log > ryecr+te, pour r<r; 
‘a 
n+1 


la croissance de À, ne doit donc pas être trop lente. 


+ . . eae . . Pe aor" ’ . À 
En particulier, les conditions indiquées sont vérifiées si lim —"- >o. 
Sees og 


B. — Séries de Dirichlet. 


38. Je considère une série de Dirichlet 


* 


>> An spi (An He 20, An +1 > Me) 


a ee 

(') Contrairement à ce que j'avais énoncé par mégarde dans ma Note aux Comptes 
rendus sur L'ultraconvergence dans certaines séries de fonctions analytiques (t. 195 
p. 1216). 
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où w=o-+it; je supposerai que cette série a le demi-plan o >o 
comme demi-plan de convergence et j'appellerai f(x) la fonction ana- 
lytique qu'elle y définit. Je pose encore 


n 


(a), ane nt, Trl @) F=f (@) se). 
Un caleul classique, qui utilise la transformation d’Abel et l’iné- 
galité 


en age | Et (e—À5— et) (het p réels, A<p), 


donne les majorations suivantes : 
Dans un domaine borné intérieur au demi-plan 5 <0: 


LENS H e—hn(5—2) : 


Dans un domaine. borné intérieur au demi-plan de convergence 


(o> 26): 


Fate ie K gan +105) « 


H et K sont des constantes dépendant du systeme considéré. 


On déduit de là les inégalités suivantes : 
(1) x log| s(æ)|<—3 + ax), 
valable dans le demi-plan de divergence de la série ; 
I 


(2) PAPE [ithe Pee ole Heys 


valable dans le domaine d’existence de f(æ), e,(x) désigne une quan- 


ga 4 ; I 5 : 
tité qui tend vers zéro avec > uniformément dans tout domaine com- 


plètement intérieur à la région considérée. 
(x) est de mème forme que (30.2), et (2) est de même forme 


€ I I 4 Us à 
que (31.5), au remplacement de par; pres (@ est ici le plan, point 
à l'infini non compris; 4 —1). Les démonstrations des théorèmes I, 


Il, III, n'ayant utilisé que ces deux inégalités, restent valables. J’énonce 
explicitement ces théorèmes dans le cas des séries de Dirichlet : 


I. L'ultraconvergence d'une suite partielle (s,,} autour d'un point de 


21 
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la droite de convergence entraîne son ultraconvergence autour de tout 
point de cette même droite qui est pour f(x) un point régulier. 

Il. Si pour une suite partielle l'inégalité (1) peut étre améliorée 
(cf. § 32). cette suite est ultraconvergente autour de tout point de la 
droite de convergence qui est pour f(a) un point régulier. 

Ill. Si l'hypothèse du théorème X ou celle du théo: me II est vérifiée 


‘ x À ‘ 
pour une suite partielle | s,,\ telle que ed — 1, cette suite est ultraconver- 
Reta 
gente autour de tout point de la droite de convergence. (On observera 
qu'à U’intérieur du demi-plan de convergence, l'inégalité (2) peut être 
améliorée en y remplaçant A, par À,:,; cela résulte de la première 
majoration donnée pour |r,|; il suffit alors de reprendre le calcul du 


paragraphe 34.) 


39. Les théorèmes précédents montrent que, dans les séries de 
Dirichlet générales, l’ultraconvergence n’est jamais un phénomène 
local et accidentel. Dans le cas où la suite des exposants a une densité 
maximum finie, M. V. Bernstein a montré que l’ultraconvergence 
serrée permet de représenter f(a) dans tout le demi-plan d’holo- 
morphie (si celui-ci est distinct du demi-plan de convergence) au 
moyen d’une suite partielle {s,, }; la suite |} ne dépend d’ailleurs 
que de |}, } et non descoefficients de la série. M. Bernstein (') forme 
une série « de Dirichlet » à coefficients variables dont les sommes par- 
tielles sont les s,,, et montre que le premier théorème de M. Ostrowski 
s'étend à cette série pour les points de la droite d’holomorphie de la 
série primitive. Les majorations qu’il donne pour les coefficients per- 
mettent de même d’étendre à cette série à coefficients variables les 
théorèmes du paragraphe précédent. 


C. — Fonctions exprimées par un noyau. 


. 40. Je considère une intégrale 


if! a(t) u(t; x) dt; 


(1) Vou NV. Bernstein, [4], [3], [5]. 


DR hs … 
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u(t; x) est définie pour t réel positif, et pour æ complexe intérieur 
à un domaine @; je la supposerai continue en ¢ pour oS<t¢< ('), 


et analytique en æ; de plus je supposerai que = log | w(t; æ)| a 
pour t-> une limite harmonique u(x), et je poserai PET} eur 
a(t) sera supposée continue dans oSt< a; soit à = lim | a(t) f, La 
région de convergence absolue de l'intégrale comprend sûrement la 


région u(æ)+loga<o; elle peut être plus étendue (c'est par 


exemple le cas si l’ensemble E des valeurs de t pour lesquelles | a(¢) |’ 


surpasse Besttel que ik dt converge, 3 étant un nombre inférieur à « 
E 


et À un nombre supérieur à 1 ). D’autre part le domaine de conver- 


gence uniforme peut étre plus étendu que le domaine de convergence 
absolue. Il n’est donc pas possible de donner des résultats aussi précis 
que pour les développements Ea,u,(x). 

Posons 


shale fi a(t)utt; x) dt, r(x) = f(x) — sx), 


f(a) étant la fonction définie par l'intégrale dans un de ses domaines 
de convergence. Un calcul facile (cf. § 33 et 35) donne les majora- 
tions 


(1) = log] s:(7) |< u(x) + loga+ ef), 
(2) ; log| r(x) |< u(x) + loga + (x): 


(x) est valable dans la région u(x) + loga <0, (2) dans la région 
commune à @ et au domaine d’existence de f(x). e, (x) est une quan- 
tité qui tend vers zéro avec = uniformément par rapport à x dans la 


région considérée. 


(*) On peut élargir notablement ces hypothèses; l'emploi d'une intégrale de Stieltjes 
permettrait de traiter simultanément les intégrales étudiées ici et les séries considérées 
plus haut (y compris les séries de Dirichlet, au moyen dun changement de variable 
sur é). 


318 GEORGES BOURION. — RECHERCHES SUR L’ULTRACONVERGENCE. 


A partir de ces deux inégalités, on obtient les théorèmes suivants 
(voir § 32, 33, 34) : 


I. La convergence d’une suite {s,,}(u4x->æ) autour d’un point- 
frontière de l’un des domaines u(æ) + loga < o entraine sa conver- 
gence autour de tout point-frontière du mème domaine qui est un 
point régulier pour la fonction définie par l'intégrale dans ce domaine. 


II. Si l'inégalité (1) peut être améliorée pour une suite { 5, } : 
5 loslsu(e)|<U(z)+em(æ) sur E, 


U(æ) étant inférieur sur E à u(æ) + loga, cette suite converge uni- 
formément autour de tout point x, qui remplit les conditions indiquées 
au paragraphe 33. 


III. Si la suite {s,,} vérifie l'hypothèse de l’un des deux théorèmes 
précédents, et si de plus ne >I, cette suite converge uniformément 
autour de tout point-frontiére, intérieur à ®, d’un domaine 


u(x) + loga<o. 
En particulier : 


St la région de convergence uni forme de Vintégrale of! : a(t)u(t;æ)dt 
0 


, . ‘ g be 
nest pas identique à la région u(x) + loga < 0, elle déborde de cette 
dernière le long de tout arc frontière intérieur à @. 


SURFACES DONT LES LIGNES DE COURBURE 


SE CORRESPONDENT 


AVEC ÉGALITÉ DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX 


Par MM. FINIKOFF er GAMBIER 


A 


1. Avant-propos et introduction. — L'idée de ce travail est due à 
M. Finikoff qui en a donné un aperçu dans une Note des Comptes 
rendus, 196, 1933, p. 984. Un échange de vues a eu lieu par corres- 
pondance entre M. Finikoff et M. Gambier. On trouvera plus loin deux 
méthodes proposées, l’une par M. Finikoff, l’autre par M. Gambier 
pour résoudre la question. La détermination complète des solutions 
d’un système aux dérivées partielles est souvent impossible à cause de 
la longueur des calculs; or dans un Mémoire antérieur | Surfaces tso- 
thermiques à représentation sphérique isotherme (Bulletin de l’Académie 
polonaise des Sciences et des Lettres, Série A : Sciences mathématiques, 
Cracovie, 1926, p. 133-183)] M. Gambier avait obtenu un type parti- 
culier de solutions de ce problème; il les indique dans ce travail. 
M. Gambier donne aussi une généralisation du problème traité ici et 
montre de plus que les lignes de courbure des surfaces, solutions du 
problème, s’obtiennent en général par quadrature. 

L'élément linéaire d’une surface et ses deux rayons de courbure 
principaux la déterminent complètement en général(sauf déplacement 
et symétrie); il y a exception pour une famille de sur faces isothermiques 

que l’on peut déformer avec conservation des rayons de courbure princt- 
paux; ces surfaces comprennent en particulier les surfaces à cour- 
bure moyenne constante (Ossian BONNET, Journal de l'École Polytech- 
nique, Cahier 42, 1867; Hazzipakis, Journal de Crelle, 117, 1897; 
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Servant, Bulletin de la Société mathématique de France; B. Gambier, 
Comptes rendus, 174, 1922, p. 1613). 

Mais si l’on ne donne que les rayons de courbure principaux, la 
surface n’est pas déterminée; en effet, on peut établir entre deux sur- 
faces quelconques une correspondance ponctuelle précisément par la 
condition que les rayons de courbure aux points homologues soient 
égaux. 

Il y a donc intérêt à chercher quelle condition particulière on peut 
ajouter à la donnée des rayons principaux : nous allons constater, par 
l'étude qui suit, qu’en général deux surfaces, dont les lignes de courbure 
se correspondent et dont les rayons principaux aux points homologues 
sont égaux, sont elles-mémes égales ou l’une égale à une symétrique de 
l’autre. Nous obtenons une classe intéressante de surfaces en déter- 
minant celles qui font exception, c’est-à-dire qui se correspondent 
avec conservation des lignes de courbure et des rayons principaux 
homologues. 

Une surface moulure générale admet une infinité de sur faces moulures 
correspondantes dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable. Si 
deux sur faces (non moulures) possèdent la correspondance en jeu, il y a 
une infinité de surfaces correspondant à l’une ou l’autre, formant une 
famille continue à 1, 2, 3 paramètres suivant le cas. | 

Les familles à un paramètre s’obtiennent aisément : il suffit de 
trouver deux formes différentielles simultanées 


: z é 4 2 d 2 2 d 2 

(1) e* du* + 2° dv, 4 = += ? 

ou U dépend de u, V de 6 seul, dont la courbure totale est l'unité: à 
chaque choix de U et V correspondent les deux fonctions e(u, «), 
g(u, ©) solutions du système 


CE.) 0 1 dg # 0 [ru de che. 
| du \e du de \e Ov ARES: 


: d {1 Og U' dg d [1 de V' a 
CE) (CU Re 5 = = 
a Ou (; Se) fred ps Foi Ov (: x) + 8 


et la forme de (E,) montre que l’on peut, sans modifier e, g, remplacer 
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le couple (U, V) par le couple (U,, V,) défini par 
Dit AQU 1), OV, = AV — 1), 


où # est une constante arbitraire (on suppose bien entendu U — 1 et 
V —1 non nuls ensemble). A chaque surface admettant pour représen- 
tation de ses lignes de courbure la première forme différentielle (1) 
correspond une surface dont la forme différentielle homologue est soit 
la seconde expression (1), soit plus généralement 
(2) sh iSite PH alle 
1+ k(U —1) r+k(V —1) 

On a ainsi-co' surfaces associées, dépendant du choix du paramètre #. 
On peut remarquer que si e? du? + g° de” correspond à un réseau sphé- 
rique tsotherme, le réseau (2) est lui-même isotherme; par suite on 
peut espérer trouver des surfaces intéressantes en adjoignant cette 
nouvelle condition; on peut même adjoindre encore la condition que 
le réseau des lignes de courbure sur la surface soit isotherme et c’est 
ainsi que M. Gambier a retrouvé un type de solutions où les surfaces 
associées forment une famille à deux paramètres. Autrement dit dans 
cette méthode, proposée par M. Gambier, qui consiste à étudier le sys- 
tème (E,), (E,), on peut regarder e, g comme les données et chercher 
à satisfaire à (E,) par un choix convenable de U, V; on constate ainsi 
que, pour un réseau sphérique orthogonal arbitraire, on ne trouve 
comme solution (U, V) que le couple U=1, V=1; les réseaux (eg) 
qui donnent une solution à un paramètre sont obtenus par la voie qui 
précède et l’on forme aisément les conditions pour que le couple (U, \) 
existe effectivement et dépende de 1, 2 0u 3 parametres. Le nombre 3, 
qui est. le maximum, correspond, sur la sphère, à un réseau de 
coniques homofocales (et leurs dégénérescences) où à deux familles 
de cercles orthogonaux (et leurs dégénérescences ); l'étude du 
nombre 3 sera faite par la méthode de M. Finikoff. 

Cette méthode de M. Finikoff consiste à remarquer que si R, R'sont 
donnés en fonction des paramètres de courbure, +, ona 


OR on 
1 de de r Og Ou 


hls Eyed ay et 
= Y. 


(3) Se ng pou RH 
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On peut donc regarder 9, } comme données a priori et déterminer e,g 
par les deux équations (3) jointes à E,; 9, ÿ données arbitrairement, 
on ne trouve en général aucune solution e, g; M. Finikoff indique 
sous quelles conditions on peut obtenir un couple (e, g) à 1, 2 ou 
3 paramètres. | 
Et alors on peut remarquer que les solutions à 3 paramètres qui 
viennent d’être indiquées sont évidentes a priori (sans que ces raisons 
indiquent si le nombre 3 est le maximum pour les paramètres ou s’il 
existe d’autres solutions à 3 paramètres). En effet, on sait que si l’on 
trace un système de coniques homofocales sur une sphère, le do? de 
cette sphère prend la forme de Liouville 
._ 9—uf du? ds? | 
(t= Re + Fee C PDA PUB EC 


Or deux do? de cette espèce, correspondant a des valeurs de A, B, C 
différentes, sont entre eux dans la relation réciproque donnée par les 
formules (1). 

D'autre part imaginons une cyclide de Dupin, autre qu’un tore ou 
un cône de révolution; sur chaque ligne de courbure circulaire, le 
rayon principal correspondant est constant et varie d’une ligne à 
l’autre; on peut donc prendre comme paramètres u, ¢ précisément les 
valeurs des rayons principaux; deux cyclides différentes sont alors 
dans la correspondance cherchée. 

La conclusion intéressante est que la propriété annoncée se réduit à 
une propriété du réseau sphérique orthogonal qui est l’image des lignes 
de courbure. 


2. Mise en équation du problème ; méthode de M. Gambier. — On sait 
que la condition nécessaire et suffisante pour que la forme 


do” = e* du* + 2° dv? 


Le] 


corresponde à un réseau sphérique orthogonal est 


(E,) 0 a og I de LE 
ES du\e du) av £ ov ae 


/ 


Les coordonnées (c, c', c”) d’un point de la sphère unité, exprimées 


RE dE ee ee 
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en u,v, satisfont à une équation de Laplace 


020 00 00 
du Ov an # oe 
dont on calcule aisément les coefficients A, B par la méthode classique, 
on a ainsi 


bx) ; a + ae 1 
dude _e dv du g Du Ov 


Si l’on envisage une surface S, parallèle, au sens de Peterson, à la 
sphère suivant ce réseau, donc rapportée à ses lignes de courbure, 


on à 
0e de On) BR Oc 
ier oe oo "Oe 


2 


et en égalant deux expressions de 0H 
du Ov 


dc OR dc OR’ Oc 


(2) é EL dul Oy 


et, comme la même équation a lieu poure’ etc’, on a, par comparaison 
avec (1), les relations fondamentales pour nous 


(3 pee: fue oR 1 Og I OR’ 
) ed R’—R 0 gdu: ! R— RG du: 


Ce calcul classique prouve que si‘une autre surface 5, correspond 
suivant le mode indiqué à S et si, pour S,, on trouve l’élément sphé- 


rique 
do? = ef du? + gi de’, 


ona | 
fy. deu BA NAME LIL. DE} eee 8 
(4) = ’ = ’ —— 24 ae 

6d 0") 2 xhe10P, La Gi Ou VU VV 


U dépendant de u seul, et V de v seul; on doit écarter le cas où simul- 
tanément on aurait U=1, V=t. Il est donc nécessaire et suffisant 


d'ajouter à (E,) l'équation analogue relative à e,, g, ou 


d tue) 2 ae) eg > 
SVT Ed \V Cea) | 
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Cette équation n’est irrationnelle qu’en apparence et s'écrit 


0 (10g U' dg (2 x) V’ de FA 
U (2 5) + ae où + VX g Ov toga % 


Par soustraction avec (E, ) on remplace cette équation par 


‘ dg 1 0g V’ de 0 [1 de 
(EB) = sf + (U —: FAG ES appa AY ) x (= 5) = 

Si l’on choisit arbitrairement U, V, le système (E,), (E,) en e, g 
définit ces deux fonctions en u, ¢, avec quatre fonctions arbitraires 
d’un argument, s’ajoutant à U, V; mais comme le changement de 
- variables u,=u,(w), ¢,=¢,(¢) est permis, on voit qu’en réalité 
les do? qui possèdent cette propriété ne dépendent que de quatre fonctions 
arbitraires d’un argument. On sait que e, g étant obtenus, on doit pour 
obtenir S intégrer les équations (3) en R, R’ qui équivalent à une 
équation de Laplace; adoptons le calcul suivant : posons R— R'— 4, 
ce qui transforme le système (3) en 


OR’ re ds OR’ Où A! de 
Ou ge du? ‘Op yn de Verde 


L’inconnue auxiliaire À satisfait donc à l’équation 
Os 0?) OKP mde dk fe" ) "0 fz Og 0 fi de\] __ 
RL dudes =duvn due. dp Ve eal ‘Loe Le du) ~ au\e de) |—° 
qui est l’adjointe de l'équation (1). On a ensuite 
R'— fr(- Ne | dure | eh cee TRG RESTE 
5 2’ Ou de e ov 


D'autre part, l'équation (Æ,) ne change pas si l’on substitue au 
couple (U, V) le nouveau couple (U,, V,) défini par les équations 


(6) Ua 1 = AU = pr). Vi AN —1), 


où k est une constante numérique arbitraire. 

Rappelons que le do? sphérique étant donné, on a une équation de 
Riecati à intégrer pour obtenir les coordonnées c, c’, c” , puis l’équa- 
tion (5) à intégrer pour avoir R et R’, enfin trois Matte de diffé- 
rentielle totale à calculer pour avoir les coordonnées x, y, 3'd'un 


» 7" Lei * 


LIGNES DE COURBURE ET RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX. 325 


point de S. En faisant varier 4, on voit que st l’on connait un 
couple (S, S,) ayant la propriété annoncée, on a aussitôt æ' surfaces 
formant une série continue se correspondant toutes entre elles suivant le _ 
mode indiqué, S et S, étant deux individus de cette famille. 

On peut maintenant se poser le problème autrement : on part d’une 
surface S et l’on cherche si l’on peut trouver une surface S, lut corres- 
pondant suivant le mode indiqué. Nous commençons par rapporter S à 
ses lignes de courbure et l’on a ainsi les coefficients e, g de la 
forme ds, appelée, suivant l'usage, troisième forme quadratique fon- 
damentale de S. A ce propos, rappelons-nous qu’en remplaçant « 
par w,(w), » par , (+), on obtient les échanges suivants : 


1 Og de 
€, a a ee 
e du wv Ov 

du de 1 Og dv 1 de du 


é er 4 En Le de ae 
AW pr eu, dvi Un 3 Ov ls 


Le cas d'une surface moulure générale conduit immédiatement à une 
infinité de surfaces moulures générales associées, dépendant d’une fonc- 
tion arbitraire d’une variable: si la surface est méme surface moulure 
de Monge, on trouve une infinité de surfaces moulures de Monge associées 
dépendant d’une fonction arbitraire d'une variable et d'une constante 

1 
auaxiliatre. 

: 5 ne : à : 
Ce cas écarté, st = 5° (supposé non nul, sinon la surface serait mou- 


lure) n'est pas de la forme U,N,, c'est-à-dire, plus simplement, de la 
forme U,, on arrive par de simples calculs d ’élièmination et différentiation 


à décider si le couple (U, V) existe ou non, et dans le cas d’af, ‘firmative 


à obtenir explicitement les fonctions U—1, VY — ten fonction linéaire 


aie Te ee Le 
et homogène de 1, 2 ou 3 constantes arbitraires. Si 3 an est égal à U,, 


le résultat est modifié simplement en ce fait que, en cas de possi- 
bilité, (U—1) se calcule par une quadrature ct qu'ensuite V—1 
s'obtient explicitement; il y a ici deux constantes linéaires et homo- 
gènes, au plus, dans le couple (V— 1, U — 1). Si l’on a à la fois 

1 Og 1 de 


UE 


e du 2 Ov 
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on a (sous réserve que cette forme soit admissible pour e et £) 
2 de ,du+e 


24 fu du + b 


ee ee Sarre, RE ESA = 


0? 


> 


où a, 6, c sont des constantes. 

Ces résultats sont faciles à obtenir : e, g sont supposés satisfaire à 
l'équation (E,) et les fonctions inconnues U, V doivent vérifier (E, ). 
Appelons E,,, E,,, Ey, ... les équations obtenues en dérivant (E,) 
par rapport à u, ou av, ou successivement en u, ¢, .... Les équa- 
tions (E,,), (E2,) ... doivent être satisfaites en même temps que (E, ); 
nous avons 


U' 9/10: 0? 1 Og 
(Fav) n x SE ) + (U — ox CE 3) 
V' de ANA 8 CV 1 de Posie 
+ oe de Ta Ov hE Op) 7 55 =) 


Les équations (E,) et (E,.) sont linéaires en U’ et U — 1; elles peu- 
vent donc être résolues si le déterminant 


Le [POR Hd? op dg 0 (1 dg\ d (1 Og 
À pales du] du € >) Ov (; 2) 


3 ‘ : : 1 de 
nest pas nul, c’est-à-dire si l’expression - -© n’est pas de la 
e Ou 


forme U, V,, produit d'une fonction U, de w par une fonction V, dev; 
si U, V, est nul, i est nul, g est fonction de « seul, done réductible a 


Punité hy a le cas des surfaces moulures; si U, V, +40, nous avons 


1 de de 
vu ue = | 2 peut être remplacé par - © — ser 
q SI p pare ou dey donc on peut supposer 
: I F> : , $ 
Vi 1, De = U,; ce sont les deux cas réservés. Supposons donc 


d'abord A= o. 

Si nous donnons à une valeur AS ae os V— 1, V', V' pren- 
nent des valeurs numériques V,—1, V!, V, provisoirement inconnues 
et la résolution de (E,) et (Eis); où ¢ est remplacé par «,, fournit 
explicitement U —- 1 et U'en fonction de u (et des constantes V,, V, ,V"); 


il faut d’abord que l'expression U! obtenue soit la dérivée fs (U—1), 
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sinon le problème proposé est impossible ; cette relation U! = a (U—1), 
si elle est possible, est peut-étre réalisée quelles que soient les 
valeurs numériques V,, V,, V' ou entraine peut-être des relations 


entre Vs, V,, V,—1; nous supposons que ce premier stade a réussi. 
Écrivons maintenant l'équation (E,,,) : | 
s idee Sl Or ioe 0? (1 02" 
Bil, 8 1 08 cD es à MN eee 
(su) ae du 2 Ou fé dE) + te 03e (E se 


+i xCS y o? (- de\ 

2 du \g Ov D Su ov = ie) =o 

Elle permet aussi d’obtenir U” en fonction de V,—1, V,, V, et de u. 

En donnant à u la valeur numérique w,, nous avons U,, U;, U, en 

fonction de V,, V,, V'; si nous résolvons maintenant (E,) et (E,,) par 
(4 

de 

de la forme UV); en donnant à uw la valeur u,, nous voyons 


5 . A . a A 
rapport à V—1 et V’ ( puisque nous écartons aussi le cas où — -— est 
5 


que V—ret V’ sont exprimées explicitement en fonction de set des 
constantes inconnues provisoirement U,, U,, U,, ou, si l’on veut, en 
fonction de v et des constantes V,, V,, Vi; il faut que V' coincide bien 
avec l'expression # (V— 1), puis que l'équation (E,) soit satisfaite ; 
si cela réussit, c’est-à-dire ne réduit pas U —1 et V—1 à zéro, ona 
trouvé eæplicitement le couple U, V en fonction de constantes au 
nombre de trois au plus; les constantes qui restent figurent sous 
forme linéaire et homogène dans.l’expression de U—1 et V—1, 
résultat évident fourni par la forme de l'équation (E.). L'essentiel est 
de savoir que pour e, g donnés, solutions de (B, ), nous n'avons que des 
différentiations et calculs algébriques à effectuer pour reconnaitre st le, 
problème est possible, puis si la possibilité a lieu, pour trouver effecti- 
vement le couple (U, V) le plus général. 

Si l'on veut former les équations précises aux dérivées partielles 
que doivent vérifier e, g, on peut modifier la méthode de façon a ne 
pas introduire les valeurs numériques &,, ,; Ces équations forment 
un système (E) que l’on doit adjoindre à (E,); mais l'ensemble des 


équations (E) est simplement remplacé par l'intégrale intermédiaire Ky. 


Si nous considérons les équations (E:), (E»), (E,,), eles forment 
un système de trois équations en U— 1, U’, dont les deux premières 


* 


(Es) 
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ont été (A 0) supposées résolubles en U — 1 et U’; j'écris (Es,,.) : 
. U' dF /1 dg Cabo ff: SE) Vv" de 
(Exvw) > Ov? (a A dCi ET Ov? G du) * 2g Ov 
PU EME he rs) el s(i5)= 
oa Sie M rome Takacs” Ta odiiane A eres 


L’élimination de U — 1, U’ entre (E,), (E), (E) fournit l'équation 
différentielle linéaire en (V — 1) 


1 Og d (1 Og : d (2 x) V' de 

e du du (; x) he: T0 % g Ov Tag de 

d (1d) 0 (10 Peer 2 (CS) 
ov C au) du dv ( ca ser | de? \g dv Fa de g Ov + 29 Ov 
1 Og d'Or Og \ 0* L de\ st av’ À 1 sc) 

(: oe) du dr? 6 aa) Oa z ov) 2 dv? \ 2 dv 


! a V? 0 i de V" de 
+ GGG 2) + 33 de 


qui est d'ordre 3, car le coefficient de V” est supposé non nul. Si (E; ) 
est vérifiée, nous savons que les fonctions U —1 et U’ tirées de (E,) 
et (E,.) sont indépendantes de v (d’après-un résultat classique); elles 
s'expriment linéairement en V—1, V', V' et sous forme homogène; 


A - 0 , 
en écrivant U'— En (U—1), nous obtenons une nouvelle équa- 


tion (E,) différentielle, linéaire et homogène, en V — 1 d'ordre 3 au 
plus; les équations (E,) et (E,) sont nécessaires et suffisantes pour 
calculer V. Si nous écrivons (E, ) sous la forme réduite 

(K; ) V"+ A(u, v) V"+ B(u, re) V'+ C(u, ©)(V —1)=0 

nous voyons que deux cas peuvent se présenter : A, B, C peuvent ctre 
indépendants de u, ou contenir u. Le premier cas donne trois équations 
aux dérivées partielles en e, ¢ (28 — D ero o); si ell 
aa 4 Be NET ON Dee = Per Ouf. SUES 


sont vérifiées la fonction V(e) définie par (E,) dépend de trois constantes 


numériques arbitraires et il reste à voir si elle peut satisfaire à (E, ): 


en loul cas, on ne peut avoir de solutions à trois paramètres [en réservant 


1 Og 


ae Je ; j 
lesicas e¢ ==: guise LE =U Ne 2 LE | ; wr - 
, 8 ea UV ix > OV U,V. | que st ces équa 
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; OA OB dC : ‘ ASS : ” 
Hons) 0,570; 0 sont satis faites et si l'équation (E,) se 
réduit à une identité ou coincide avec (E;). Dans le second cas, nous 
formons l'équation (E,,) qui n’est plus que du second ordre au plus 


en V—:: 

à ON _, OB : Oc 

ie " [Madea PR At a 
(Haw) : du A du ae WO: ss 


. OA , { ; Ned ds . 
Si a est nul, on a une équation qui fournit V—1, si le quo- 


+ CARO as fonction de ¢ uni t I 1, SI - 
HET P quement, mais qui, si ce quo 

Vis ; 3 24 TM ; , 
gen d'où g—; et, par déri- 


vations et il restera à voir si(E,) et (E,) sont satisfaites. Si ca n’est pas 


tient est fonction de ¢, donne 


‘nul, on écrit (E;,,) sous la forme 


: OB OA oC OA 
Lu ‘ j’( ——:—— | — — = | —= 
(Faw) oer} (55 a ) +0 (Sa Sa) ü 


et l’on recommence le raisonnement fait sur (E,) plus haut. De toutes 
facons on arrive à former sans peine toutes les équations aux dérivées 
partielles (E) à ajouter à (E,); on constate bien qu'il intervient, en 
cas de possibilité, trois constantes au plus dans (U—1, V —1)sous 
forme linéaire et homogène; mais la méthode ainsi présentée ne suffit 
pas à obtenir le résultat signalé, à savoir que U — 1 et V — 1 s’obtien- 
nent explicitement sans équation différentielle à intégrer. 

On peut encore modifier la recherche de ces conditions en remar- 
quant que l'équation (E,) est équivalente au système des trois équa- 
tions a deux inconnues U, V : 


1 Og OU te RE 0 Ge Ze : : de OV bad cam (+5) ARR 


2e Ou Ou du \ e du 2e OV OV de \ 2 Os 
‘= 
7. ou ov 

— = 0. — — 0. 

Ov du 


La méthode générale pour résoudre un tel système est de caleuler 
explicitement les dérivées des inconnues, jusqu'à un certain ordre, en 
fonction des dérivées d’ordre inférieur, puis de former les conditions 
de compatibilité, en dérivant une fois de plus. Cette méthode nous 
montre que les dérivées d'ordre 2 se calculent explicitement au 


; de / 
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moyen de celles d’ordre 1; ceci donne le système (E:), (E:4), (Es.) 
qui donne U”, V’ en fonction linéaire et homogène de U—1, U’, 
V—1, V’; la condition de compatibilité s'obtient en portant ces 
valeurs dans (E,,.), ce qui fournit une nouvelle équation (E,) linéaire 
et homogène en U — 1, U’, V— 1, V'; si (E, ) coincide avec (E,), on est 
dans le cas d’intégrabilité complète, avec trois constantes arbitraires 
(valeurs de U,—1, U', V, —1, V, liées par l'équation (E,) elle-même 
où u, » sont remplacées par u,, 6). Si (E,) est distincte de (E.), 
chaque équation obtenue en dérivant (E,) un nombre quelconque de 
fois en wu ou ¢ est aussitôt, moyennant (E.,), (E:,) ramenée à la forme 
linéaire en U’, U—1, V', V — 1; le nombre d'équations indépendantes 
ainsi obtenues doit être 1, 2, 3 (sinon la seule solution est U =1, V —1). 
Le cas (1), ou d’intégrabilité complète, conduit aux do* de Liouville 
de la sphère ou aux systèmes orthogonaux de cerclés sur la sphère; 
nous ne continuerons pas par cette méthode, puisque M. Finikoff a pu 
de son côté arriver au résultat explicite; le cas (3) n’a pas besoin 
d'explication spéciale : il suffit de donner à U, V dans (E,) des valeurs 
arbitraires et d'intégrer en e, g le système (E,), (E,). Le cas (2) 
conduirait à des calculs inextricables : nous nous contenterons de 
signaler un exemple de ce cas, emprunté au Mémoire déjà cité de 
M. Gambier sur les surfaces isothermiques à représentation sphérique 
isotherme ('). On remarquera que le calcul présenté par la considé- 


: = + s F É : ati die 3 
ration de E,, E,,, E,,, E,,,. ne fait pas intervenir le cas où ry est ‘es 


o 
‘ss 


est égal à U, V., 


‘ ~ : STI Oe 
aU, V,, ni celui où - WV 


de 


(!) Dans ce Mémoire, M. Gambier avait à trouver une fonction 3 de w, ¢ et deux 
fonctions U, V de uw ou ¢ seul telles que les deux équations 


( _ 03 oe ras os 
eg. He ae …) 
r+(+e%=0, 2(U—V)s+UWq—V'p=o0 


soient salisfailes simultanément. La méthode pour discuter lexistence de U, V pour une 
fonction z donnée est exactement la mème que celle qui a été exposée pour E; et Es. Il Vv 
a une différence essentielle entre les deux problèmes : dans celui du texte on peul 
donner U, V arbitrairement puisqu'il y a deux fonctions inconnues e, g, tandis que dans 
celui de la Note présente on à une seule fonction inconnue z avec deux équations, de 
sorte que U, V doivent satisfaire à des conditions précises, 
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sont pas nuls; c’est la détermination de U, V pour un couple e, g 
/ : FE : 5 Troe, eS a 
donné qui fait intervenir les hypothéses 5 = égal ou non aU,V, 
Gé [44 
1 de, Lee 
et a. » % < 
FT égal ou non al, V, 


Traitons maintenant le cas où = ai; est égal à U, V,, ou plus simple- 


ment, comme nous l'avons dit, égal a U, [grace à un changement de 
variable +, — «,(v)]. L’equation (E, ) se réduit alors à 


ASE : à 2 
(8) SX vibes D EM at 5A 3 3) = 


En dérivant par rapport à ¢, on obtient 
( Not. 5 V7 à fx de V où. fp 0e 
9) D god 2 dv ig ~055(45,)=° 


; ) 
Nous supposons = =o; c'est une équation de la forme 
(9°) V" + 2(u, #) V+ pu, r)(V—1r)—0 


que l’on traite comme il a été expliqué plus haut à propos de l’équa- 
tion appelée (E, ); on sait reconnaitre si la fonction V existe, et elle ne 
peut dépendre que de deux constantes au plus; si cette fonction V 


existe, l'expression 
1 de Vv à {1 de 
2 2 OV À ") Op 2 ae 


o 


est une fonction de w et l’équation (8) détermine U par une quadrature, 
avec une constante nouvelle arbitraire; quant à la fonction V, on voit 
comme précédemment qu’elle s’obtient sans intégration, car par déri- 
vation en « de l'équation (8) on obtient la relation 


yr" 


it Bai peed i MIO fard 
(10) EU PEUT + (UU, + (= 5°) 


p ” Ou 
\ 0° EL AUS 
oh A oe (= er 


En donnant à w une valeur uy, les équations (8) et (10) déterminent 
V—1 et V’ en fonction de trois constantes provisoirement inconnues 


2e 
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U,—1, U 


0 


et U (on suppose que la résolution est possible, donc 


que ~ 2 n’est pas de la forme U, Va}; comme précédemment l'égalité 
& Ov 


Vis LV — 1) peut établir des relations entre U,—1,U, et U, de 
facon à diminuer le nombre de paramètres. 


Si l’on a à la fois 


ou plus simplement 

l'équation (E,) s'écrit 

(11) Ser QUE Otc te 0) Vase où 

On a donc 3 
RE VE ET ARR Viral PE 


où a est une constante, d’où 


2a [i ,du+b — 24 [ v. de +e 
Se ee 


(12) ER à: EE v= 


Cette fois, sz les équations 


NU TETE LATE 
ru rime, payee 


sont compatibles avce l'équation (E,), le couple (U, V) s’obtiendrait 
par deux quadratures, avec trois constantes arbitraires: en faisant la 
discussion compléte sous la forme qui a été expliquée un peu plus 
haut (qui ne fait pas intervenir le cas où : de et= = ont ou non les 


formes U, et v.) on voit que le cas de trois constantes arbitraires pour 


le couple U, V donne les deux do? sphériques indiqués plus haut et 


Las: 
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que ; ca : - ne sont pas de la forme U,, V,, donc ce cas ne se pro- 
duit pas ('). 

1 Og 
e du 
g est une fonction de ¢ que l’on peut réduire à l’unité; le do? égal a 
e? du? + de? caractérise une famille de grands cercles (4 = const.) et 


leurs trajectoires orthogonales; l’équation (E, ) entraine 


=—=,0;, 


Il reste donc le cas des surfaces moulures; on suppose 


e=U,sin(v —U,); 


on peut réduire U, à l’unité, l’équation (E, ) s'écrit 


Yi: 


V 
= COs EN Egat ee 1) = 2. 


Si U, dépend effectivement de u, elle entraine V =1, mais la fonc- 
tion U reste arbitraire; c’est le cas de la surface moulure générale: st U, 
est constant, on le réduit à zéro en l'incorporant à ¢ et l’on a, avec une 
constante arbitraire C, 


V—1= — (U = fonction arbitraire de wu), 
cos?’ 
C’est le cas de la surface moulure de Monge. Nous reviendrons plus 
; 5 
loin sur l’étude des surfaces moulures. Nous allons tout de suite 
donner un exemple intéressant. 
EE ee a — — — 
(1) Si Yon veut traiter directement la question, on écrit l'équation (E,) et l'on à ainsi 
le système (où je remplace U, par U' et V2 par V‘, pour la commodité) 


À 
U7 + Vi+eg =o, PE 20, LR = Va 
qui donne tout de suite 
UU + Di Vie Bao,  LiVi+ ViVi+ € 6 =o. 
Val Vite Va, Vi Ve+ Viet Us. 


(U4 Va (a Uy Vas Va Us) GU V3 + C2 Vs) = 0. 


Cette dernière équation est de la forme classique Ew;v;— 0 où les wu; et v; sont fonctions 
de wu ou e seul; elle se discuterait par la méthode bien connue; mais c’est inutile puisque 
le cas où le couple (U, V) doit dépendre de trois constantes ne conduit pas à ces formes de 
big 3,0 
> du g du J AU T 
que le couple (U, V) aurait effectivement renfermé trois constantes. 


. Mais il était nécessaire, pour pouvoir se servir de ces résultats, de montrer 
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3. Exemple où le couple (U, V) dépend d'un unique paramètre. — 
Puisque nous pouvons choisir arbitrairement (U, V) supposons que U 
et V soient tous deux constants (mais non égaux à 1). L’équation (E, ) 
devient donc, avec deux constantes A, B, 


| 9 (1 Og el Oe \ 
et donne, avec une constante #, la possibilité de prendre 
(2) U=1+ Ak,’ VT Bk. : 


On peut donc poser, avec une fonction inconnue 9, 
A dg 09 Bde 09 


= — —, ete Gs me 
e Ou ov o10P du 


(3) 

et l’équation (E, ) est 
( 1 1\ oa Fors 
4} POOR) Dir up oe 


Cela entraine l'inégalité à + 5 <0 autrement dit U et V ne peuvent 


être égales; nous avons à résoudre le système des équations (3) et(4), 
en nombre égal à 3, renfermant trois fonctions inconnues 9, e, . En 


, dg. 09 

remplaçant, dans (4),e par A2: ona 

Die ae i) 06 0 jee 
A\A " B) dude dv F du” 


d'où une intégrale première (avec celle qui en résulte par symétrie) 


B Abhi? cl-qué <4 Bit A 06, Nyse à 
4 ea) +8 = Spe (ou) += 


et l’on a à résoudre le système formé par les deux équations(5) et 
l'équation 


es I 1\ 026 , B + A / 08 \? 2 B+ A /06\2 
( Seg ERA ee €. DO as ee sat. j à dm 
A ( \ 5) an dies. va AB? (%) VA fr As + =o. 


D'après ce qui a été déjà expliqué, on peut réaliser les échanges sui- 
vants : 


1 Og 1 de 
IL, P, e, 8, — ©, - = —: OS's 
e du 2 Ov l uy 


li,(t%), #,(6), 


du dv 1 0g dv 1 de du jie (#4) 
. ‘i 1 L 


Las = — — — 
du, dv, e du de,’ g de du,’ 


Sern Se. oe ae 
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Si donc V, n’est pas nul, on peut le réduire à l'unité [ou à (— 1) si l'on 

veut éviter des imaginaires]; mais si V, est nul, il reste nul. Mémes 

remarques pour U,. Il y a donc treis cas à examiner: U,=V,=0; 

puis V,=o0, U,=1; puis Vee US ‘ 
Prenons d’abord U, = V,—0; ona 


Ale Bin CE] has Of \2 + Og 
Ur? AB? \ou/} | aay erga: 


(7) z ; 


“EB (œ). 


On trouve aisément | 


By 


14 ane L rae j UT he CAT : 
— += —i\ a : Sy —— 
A B. \ 11 Va+ prs Ve lb? 
L’équation résolvante en 4 est 
ï A rene ra Be ake 
Oy ANS Ou de Oude 
Or V’équation 
CLR LUE 
du de Ou d — = 


_a pour intégrale générale 
em U,+ V,, 


où U, et V, sont des fonctions de u et v séparément (qui n'ont rien de 
commun avec les fonctions désignées plus haut sous ce nom); ici 


Te == ae 
SS ee 
à IVe + b? 
(io PRE ii CL ME (yee UT a, 
FT Qu mUk Vs) © b CNT UV, 
Ba iVai+ b? Vi : en BV, 
RUE a DEN, Ui Vu 


\ 


x et @ étant de nouvelles constantes, liées évidemment par la relation 


22% 
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le do? de la sphère est, en prenant pour variables u =U,,6—— V, 


a? du? + B? dv* ee RE - 
ey This te oF ET 


(11) dos 


On vérifie aisément que cette forme s'obtient en rapportant la sphère 
au système orthogonal de cercles imaginaires obtenus ainsi : par Ox 
par exemple, menons un plan isotrope, s = cy pour fixer les idées ; 
les deux droites isotropes 


et 


sont conjuguées par rapport à la sphère et les cercles en jeu s’obtiennent 

en coupant la sphère par les plans qui pivotent autour de D ou autour 

de D’. Nous retrouverons ce do? comme dégénérescence de celui qui 

correspond aux surfaces cyclides. Sans savoir ce résultat cherchons 

maintenant les fonctions générales U, V correspondant au do? de la 

formule (11). L’équation (E,) est ici, en chassant le dénominateur, 
Be U' Nee 

(12) EU =n + FV y= SE (ue) +S Fu) =o. 

En dérivant en w, puis en ¢, on obtient 


a 6 


= A eh oe 
LE U LT V pa; 


(13) ure + vr 
a 


6 
où h est une constante; ©(U— 1) est donc un polynome du second 
degré en u, 


hu+oh;u + h,; 


5 (V—1), de même un polynome du second degré en ¢; or l’équa- 
tion (12) exprime que pour  —+—t, les deux polynomes aa — 1) 
et av — 1) enZ ont une somme identiquement nulle. On écrit done 


6 


(14) a (U —1)=hu?+ 2hu+h,, 5 CV — 1) =— (he? + 2h, 6 + hy) 
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et l’on constate aussitôt que l’équation (12) est bien satisfaite. Mais 
alors si l’on prend le nouveau do? relatif à (U, V) 


if a? du 32 dy? 


mn Î 
(ATEN ES 3 


IG} 
(he oh,o +h.) +1 


a 
a(hue+oh,u+hsy+e — — 
œ 


8 
on peut, dans le crochet, diviser la première fraction haut et bas par a’, 


a 
où H, H,, H, sont des constantes, puis se rappeler la relation 


/ 
la seconde par 8?, remplacer h, h,, (a+ ‘) par a 5H, «3H,, 25H, 


et écrire 


Car du? dv? 1 
19 D CR yg | = 
Hi?+ ou + H, Hee+ oaH,w + He+1 tu)? 


Cette fois, H, H,, H, sont trois constantes quelconques: si elles sont 
réelles on. obtient précisément le do” qui correspond à deux faisceaux 
réels de cercles orthogonaux sur la sphère : le do* donné par (11) cor- 
respond précisément à H = H, =o et l’on voit bien comment la dégé- 
nérescence s’introduit. 

Pour abréger nous ne parlerons pas du second cas (V,==0,,U,=1) 


mais simplement du troisième V, = U,= 1. Nous avons alors 
am Se sh sh B+ (a, 
SSG LAB an) + Res CB Vor}? 
(16) 


1 t\ O89 } 
a ee, | i PN, 
\ ñ) du dv : 


Si l’on pose 
( pu Dee ; a(n) Se a 
= (eS SIN, (| — Se PE = sin. 
ft) ( BAK _ B/du ta B/ dr 
| €= cos9, 2 == COS), 
on est ramené à intégrer le système très simple, aux deux inconnues 


2, v, obtenu en se rappelant les équations (3) : 


Og ot cosY Le OY cosy 


(18) ae AS D re 
oi VE :) Ou / (+ + 


Ann, Ee. Norm., (3), L: — Novempre 199. fie 
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6 est ensuite obtenu par une quadrature de différentielle totale, mais 
calcul de 8 n’est pas indispensable. Si dans ces équations l’on pose 


p=oy/B(Z+ +5)? em) 


on obtient le système plus simple 


do ss Ov 
(19) aN pend he ta telat 


On déduit immédiatement des équations (19), par dérivation, 
do 
Ou, Ov, 


PY 


ae) du, Ov, 


+ sind cos9=o0, + sing cos) — 0, 


puis par addition et soustraction 


Oo +4) cr hb VE La 
See Paine +) 0, 
21) 
A (9 — (9 —%) . spl di 
du OF, + sin(Ÿ —9)=o. 
Si l’on pose 
; g+=Q, o— t=O! 4 x, 


les équations (21) se réduisent à la forme 
dQ dQ' 


sin (= oO, 


fai du, Ov, du, Ov, 


3e sin QQ) 


qui est celle que l'on rencontre dans l'étude des sur faces à courbure totale 
constante rapportées à leurs asymptotiques. Si l'on remarque d’ailleurs 
que le système (19) s'écrit 


88: dQ"). /Q— 0 

(= + — | +sin — 9 
| 2 É Ov, ) ( 2 ) : 
} «(a2 aQ! ere A 

+ — >= — sin O0, 
| à (= Te) ( my 


on voit qu'il suffit de connaître une intégrale Q (ou Q’) de l'équation 


d*6, 
du, Ov; 


(23) 


+ sin, — oO 


pour obtenir, par un système complètement intégrable (23), une autre 
intégrale Q’ (ou Q) de la même équation : on retrouve ici la transfor- 
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mation bien connue associant à une surface X à courbure totale cons- 
tante négative égale:à (— 1) (connue par Q) æ' surfaces de même | 
espèce Z’, telles que £ et Y’ soient les développées d'une même sur- 
face W(R—R'—1). 

Ces considérations sont précieuses pour nous renseigner sur la 
nature du système (E,), (E,) où l’on a donné au couple (U, V) une 
valeur arbitraire : on ne peut en donner explicitement l'intégrale 
générale; tout au plus, pour certains choix particuliers de ce couple, 
peut-on, comme ici, trouver des intégrales premières (dans le cas 
actuel, on a obtenu deux intégrales premières et ramené l'intégration 


dQ 
à celle de l'équation irréductible ==> + sinQ =o, suivie de l’intégra- 
tion d’un système du premier rte complètement intégrable, équiva- 


lent à une équation de Riceati. 
Donnons au moins un exemple numérique précis; faisons 


N= Bt Te at Ue 2 c=0,/2, Gua, 


de sorte que l’on trouve sans peine 


i à 
cos 9 = ———— » sing ——th(u,; +) 
ch(u; +) 


et le do? de la sphère est 


(oh) ee 2(du? + dv?) i (du, + dv,)? + (du, — ds 1} 
24) Neo Cire ay ch? (1, + 6) 
dX? + dY? 


Or la forme est celle, bien connue, qui sert dans la représen- 


ch? X 
tation géographique de Mercator : 


, ; 4 DIRE 
(« = sin cosy, c’=sin9 sing, c’= cos, À — los tang =» Ve +) : 
Ici on a done 


ÿ 
i, rie logtang-; == oO; 
5 5 


re 4 a ÿ \ 
“= — (Jog lang- +9), == log tang oo #) 
(25) 2 4 \ 2 d V2 D 
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On forme aisément l'équation (E,) relative à ce cas: on poseu+e—t 
et l’on obtient 

(26) 2y2(U4+V—2)+(U'+ V'}sh (ty2)=0. 

Nous inspirant de la méthode indiquée, formons (E,,), (E:), (E); 
on obtient 


(29) , aVoU'+(U'+ V)Vach(ey2) +0" sh(¢ V2)=0, 
(28) ayo V'+ CU + Voy ach(ty¥2) +N "sh(ty2)=0, 
(29) CU + V')sh(ty/2) + (U"+ V")V/2eh (ty2)=o0. 


Pour éliminer U” et V’, il suffit d’ajouter les deux premières, ce qui 


donne 
(30) ay2(U'+ V’)(1+chty2)+(U"+ V")sh(ey 2)=0. 


Les deux équations homogènes obtenues en U’+ V’ et U"+ V” entrai- 
nent U’+ V'—o, U’+ V’=0; |’équation (E,) donne U + V— 2=0; 
par suite, l’unique solution est celle, U1 + 4,V=1-+4-4, que nous 
connaissions a priori. Nous avons ensuite à exprimer les cosinus €, 
ec’, c” de facon à obtenir le nouveau da? : 


2 de? 
(31) AG a + = 2. ake Bs 
ith i—k fate 
ch? —_ 
Gr 
Nous posons 


wes yaya + &, arya iresrh 
et nous avons 
fae 2( du} + dv?) 
ch?[ a, \ HA + ey | 
A PIONEER re) ES Cal Vi FS FVTÆR)T 


ch?[ yy r+ A+, be | 


: ° : . d\?+ dY? 
el nous avons retrouvé le ds* de la représentation de Mercator —— ; 


de sorte que le problème se trouve complètement résolu. On peut 
remarquer que, k variant, le ds’ obtenu par la formule (31) est tou- 
jours tsothermique, de sorte que parmi les surfaces correspondantes, 
on trouve une famille de surfaces toutes minima se correspondant avec 
conservation des lignes de courbure et des rayons principaux, On a en 
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effet ici 
OR OR’ 
LODEL 072 Let Cae Ope 22 du 
ade gon. Va À Wa) RER ROR” 
P x MORT oR. . Rie 
On a, quelle que soit la surface choisie, =~ = — =; si l’on choisit 
OR OR : ; 
R=—R’, on aura — = 9,” de sorte que R est fonction aussi de 


u + s; l'égalité ; ; 
| OR Oe ; 
FE 2R=— i ; e) 
eed | 
donne alors R= = où C est une constante. On peut donc prendre, en 


négligeant une homothétie, R——R'—ch° is 
v2 


) pour définir la 


famille de surfaces minima. 


4. Méthode de M. Finikoff. — Rappelons que nous avons écrit 


(1) do* = e* du? + g? de*, 
OR ok’ 
ede) ode eg OP es 
(2) nn wets Han 


On suppose données les fonctions +, Ÿ; les fonctions inconnues 6, 
g (‘) satisfont donc aux deux équations (2) auxquelles nous adjoi- 
gnons l’équation 


ey d (1 Og 0 -( EBON ges 
(Fr) du ere M Sepals 


Agee : = 2 
En multipliant le premier membre de (E,) par —, nous pouvons 

- 5 
————— 
(’) A titre de mémoire, nous pouvons rappeler que le trièdre mobile dont l’origine est 
le point (c, c’, c’) de la sphère, dont l'axe des z est la normale à la sphère, l’axe des x 


‘tangent à la courbe » = const., l'axe des y tangent à la courbe # = const. tracée sur la 
sphère admet pour rotation instantanée infinitésimale p du + p, de, q du + qr dv, 


r du +r; dv, avec 


1 de 
P=Nu=, e=4, $ — Ps TT gov’ TT € Qu 


342 FINIKOFF ET GAMBIER. 


écrire (E, ) sous Ja forme équivalente 


L' d 5) ON I Ye 09 2 ne OY 4) 42=0 
Sa! a a TT 2 +t Qu \ e e@\ov 7 CAN TES EE 


Si les quantités gy, Ÿ sont différentes de zéro, nous posons 
¥ 


Le] 

9 fa 1 
d 4 — > a à = 
(3) a P= 


> 
oe 


et nous substituons les inconnues x, 3 à e, g. Cela donne le système 
de trois équations 


tO: 8 ou ate 196 90 4 0 NS UE 

Cs a Ov de VIT? 5 du — du SAR, Fe” 

4) ee Aogy) es us O(logy) 
ee teh eS | — 05 tro. 
Ou de Ou (4 Le de F 


Ceci permet d'écrire le système de quatre équations aux cing incon- 
nues a, 3, y, 2, Ÿ 


| Oa x (Sos A * 
OU ee ou Hay) rats 
du à 9 logé ‘fit 
x lon? ( de ni ft 
to) { 
08 vs eed 
—_ — i ee 
du du ‘ 


| 


05 °° logo L- 
| a =—8( 8 19) = por, 


où y est une inconnue auxiliaire; on a ensuite 


9 
T 


cae eo Ch 


Quand on donne a priori 9, 4, nous avons pour les trois inconnues 


restant, x, 3, y, un système en gandral incompatible. En calculant de 
ey da a 

deux façons différentes ==, © :  é - 

¢ entes 57-5,’ dag NOUS avons deux équations com 


plémentaires à écrire 


(6) 
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PaaS , LUS , 5 . A n a ig 
où l’on a désigné (pour simplifier l’écriture) par a, 6, c les quantités 


(Go a 


dlogo ~ 0 log’ Ô a 
= SE dl = Butte rat ee ON 
du a 3 È ov ne a a ov 


tens fl | je 
Nous devons adjoindre les équations (6) aux équations (5); mais 
: " ; Ory x 
alors nous devons encore égaler les deux valeurs de ==> ce qui 
Ou OV 
nous donne cette fois une équation en termes finis 


(8) Aa + 8B+Cy+0=0, 


où &, B, C, M sont les expressions 


Ob 4 
à. Ob 0 du 
(ae — » (5 + c) au i ou ) 
da : 
da 0 de s 
(9) or 1G à °) ap 8 ow | 


us (5 = db 
T4 Ov Sa)’ 


da db" 
a=3 (5 4 75) —2ab + he. 


L'équation (8) a des coefficients qui ne dépendent que de o et UV; de 
plus elle est. linéaire. En dérivant l’équation (8) un nombre quel- 
conque de fois en wou en ¢, on peut aussitot, en tenant compte des 
équations (5), (6), réduire le résultat a une expression linéaire (non 
homogène) en «, f, y. Done, pour la compatibilité, il est nécessaire 
et suffisant que l'équation (8) et celles qui en résultent ainsi se, 
réduisent à un nombre d'équations linéaires indépendantes égal à o, - 
1, 2, 3, sinon il y a impossibilité. 

Le cas : zéro équation indépendante signifie que CL, @, €, W sont 
identiquement nulles; on trouve alors, pour le système (R, R’) donné, 
une famille triplement infinie de surfaces. 

Le cas : trois équations indépendantes signilie qu'il existe un sys- 
tame et un seul de fonctions , 3, y, donc une seule surface S; autre- 
ment dit il est impossible de trouver une autre surface correspondant 
à S suivant le mode indiqué. 
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Les cas : une ou deux équations indépendantes donnent une famille 


de oc? ou oc! surfaces. 


5. Familles de surfaces à trois paramètres. Coniques sphériques homo- 
focales. — Nous supposons = & = € = =o. Pour éviter toute 
difficulté relative au logarithme, écrivons 


a = MoDem} ps dur na $10) 9} 
Se de Lust dé LdC don 


BB = — 9 d da el + da + c) a log( ow) 
a> EP Lage dr 2 aaa 


É te db ) 
En vertu de C =, les expressions — + cet “+c sont égales. 
Ou de 
Si elles sont nulles, on a A=@G=o et les équations à écrire 
A = B—=C—=M—0 deviennent 


da __ Ob 


aa nb =: 


(1) 


On déduit de là sans peine 


(2) a= Le b — EY = hoe USSR 
U+HN (U + VV): 


où U,V sont fonctions de w ou « seul. On a ensuite, d’après les defini- 
tions dea, b, c, 


Fat aed ate a Le 0 logy Era — \’ 
i du Eu AVE Ov DE LEE à 
(o) 
Oy Ov — L'\' 


ou” ov "Tart TA TT 


La forme de ces équations conduit au changement d'inconnues ¢,, 4, 
telles que l’on ait 


(4) g(U + Vis, 4,=(U+ Vu. 


On a le système, équivalent à (3), 


pe ras 29 Diag it, 
Ou ’ 


4) Tat devia tab aha sae 
4h 2 Ug, = V4, + UV’ Si 


met 


D hd à | 
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Je 
—~ 
cSt 


La dernière équation s’écrit 
(19e (4d; — UV SUV", 
\ 
Ry 
thèse, avec la première équation (4), donne Ÿ, = 0; or on a écarté le 
cas Ÿ = 0; donc nous pouvons supposer UV’ 0 et poser, avec une 
unique inconnue 9, 


- sbi = U’ : 
ce qui donne les deux équations 
[4 ! » : 4 2 9 ‘ 
(6) i a ele Com ere ghee A 4? fh a aim ; 
Ou U+v>\ 7 ve, ov +N Di AE 
La condition de compatibilité de ces deux équations est 


1 2 ) 

au (ey re 

J ar enr une ry — 0, 
a. ¥sy 


donc 0 est une constante G V3 ou 0—— LE mais alors + ou ¥ est 
F3 


Si U’ est nul, on a soit L,—o, soit 5, = — et cette dernière hypo- 


nul; c’est le cas exclu. 
, db Oa 
Nous devons donc supposer la valeur commune de ER leo ra oo 


non nulle; & = ®=o donne alors 
a Ja reve 
2 Ov Ou 
où & est une constante, non nulle, mais arbitraire. En récapitulant 
nos équations, nous avons, par élimination de c, (c=3koy — ab), 
le système de cinq équations entre 9, 4, a, b: 


da. db 
es Se hr hobs 
Ov Ou sh ve 
(Sar /dlogg Bais Jlogy __, ee 
re it AE 


ab +ag+ bb+(4—dshyoy=o. 
La dernière équation (8) s'écrit (a+ $)(6+ 9) =3(k—1)94. 
Supposons d’abord # différent de 1; nous pouvons poser 
(9) a —%(6À — 1), o=9(5 —1), A= 3(A—1), 


Ann. Ec. Norm., (3), lL. — Novembre 1933. 


En 
pa 
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>» étant une constante non nulle; nous avons donc un système équi- 
valent à (8) : 


(10) 


dlogo 29 ) PRET 1. bia 
one rae FR dd detuTT oi EE j 


; 2/1 
La condition de compatibilité ZT donne 
Ou dv 


DNA a 
3 DE 1) 35 St} 0 
6 est donc une constante, et comme ni © ni Ÿ ne sont nuls, les der- 
nières équations (10) entrainent que l’on ait à /a fois 


10430, À 300; 
d’où 


~ 


et eet mah a—— 144, b=— 19, i=. 


d9 Ov = re 
du, «die hs 
qui donnent 
8 rn Vi ome L' 
ree Uae Ve seed i 'y 


Comme nous l’avons dit, U' ni V’ ne sont nulles: on peut donc se 
borner à prendre U=u, V=—v: 


| I 
9 — Y= y 
a Cu 40)" Qu — 5) 


\ 
es 2 ee 


> (:_—= °_—X—S—S—— 
tt — 0 ? — Ut (uw —f)? 


(tt) 


Le système écrit précédemment en x, 3, y devient 


Ox Oz > 
==! — 
Ou Ov ae 
ane 05 __—25$ÿ 03 
, — , = See Vis 
Ou = de . 
dt CS Ke! 26 Oy 2(¥—1) 20 


) ) 2? Là (Rep 
Ou u— ¢ (u— ¢)* dv u—v (u—v¢)* 


ene 
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On voit aussitot que l’on peut poser 


i =U, ; ae 
LL — > = eo 
(uw—)? : HET 
j Oz. 95 
et la relation 7 + — + 2 — 0 donne 
du ov 
(13) (ary (0, Vi = 00, +0 Vin peo. 


En dérivant en w, et le résultat env, ona 


UL +V,+i(u (*) 0. 


Ul —iau— Vy, — 126 =const. 


Le résultat montre que U, — 2° est un polynome du second degré, 
ainsi que V,— 2"; l'équation (13) prouve que pour ¢—u, V, coin- 


. cide tdentiquement avec U,. On écrira done 


(14) U 2 Ce a cu + Qu C5); Mage 2 Ce ae la P Cay 


et l'on constate aussitôt que (13) est satisfaite identiquement; on 
arrive ainsi au do” bien connu 


, 


(19) (Noe as Me = i 
Wi oy WP Coll + C5 PE Cw? Ce ECS 


ie | dus . «le? 
À 


correspondant, quand les racines du polynome 


4-6, UF + Oy CG O0 


sont réelles et distinetes, à une famille de coniques sphériques homo- 
focales réelles. | 

Les dégénérescences s'obtiennent synthétiquement en remarquant 
que nous devons imaginer un cone du second degré C ayant son 
sommet en O et lui associer tous les cones du faisceau tangentrel 
déterminé par C et le cône isotrope | de même sommet; on arrive 
ainsi à interpréter le cas où deux ou trois racines se confondent, mais 
on n’a alors que des surfaces imaginaires. En particulier, les qua- 
driques réelles forment, en négligeant les six paramètres de déplace- 
ment, une famille x* de surfaces associces. Il existe aussi une famille 


2,5 
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de ° surfaces minima associées, puisque le réseau sphérique trouvé est 
isotherme. Nous chercherons, un peu plus bas, les familles de sur- 
faces W que l’on peut obtenir. 

6. Second type de surfaces à trois paramètres. Faisceaux de cercles 
orthogonaux sur la sphère. — Nous devons maintenant étudier le cas 
où la constante # est égale à un. La dernière équation (8) du para- 
graphe précédent se décompose en un produit de deux facteurs 


(a+)(6+9)=o., 


Prenons a+ 4 — 0; (a priort il n’y a aucune raison pour que b + 9 
soit nul aussi; nous verrons plus bas que cette équation b+9=0 
est aussi vérifiée, mais pour le moment nous n’en savons rien). Nous 
avons donc les équations | déduites des équations (8) du numéro pré- 


cédent, en y faisant # =1, a —— Ÿ] au nombre de trois entre b, 9, J 
dlogy __., Ology __ ‘ db ~=— a 
ae MR ov Di du 


L'élimination de 6 donne 


eg o | , 
, —love(ol)=— 20%, 
du dv ORY? TT 
d'où l'on déduit gb = — i 
où l'on déduit ob = TU vai Sans restreindre nous pouvons prendre 
Ut =o. ou Ponte Md 
: +e (u— ¢)? 
Mais alors ona 
do | 


et par suite 


1 — 1 Ne Vi(u—v¢) 
4 cts ide TDi en 0 log? _ NE \" 
(5 ), eus STATE EN du u—v Vi+Vi(u—ey 
dl . h 
TT TL PE EE LL KO à yas. 
de (CET NA Cu ETPYVT RV 
= iv, 


= —— + = — |: 
\ (u—v)y  [V,+ Vi(u—v)P 


dt  : CRE 
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Le système linéaire en «, 8, y est 


Pome abe 3 es Va A 
du. cu —# en en 1 BE 
= a[ phishing go) (u—v)Vi 
(4) ov V, p—u (u—e)Vi+V, : 
é 06 BV, 


? 


du (u—#v)[Vi+(u—#)V] 


dB 21 Vin ae ae 
es rene rer) oro 


On en déduit 


(w—v)U, V,(u—v) 


pi) . Vile ee au" B Vit(u—e)V, 


Nous prenons maintenant l’équation dont y a disparu 
i fo EO) © Rs 


Of Read ee 


af...1+Bl...]—% 


où nous tenons compte de (4) et (5) : on trouve ainsi 


(6 («1 —v)U,—2U,+[(u—e) Vo +2V,]V 
perme Cres EAP 


2: V,V'(u—+) us 
Vil Va Gee NAP ER 


parc (1 


Si l’on regarde ¢ comme un paramètre, on a une identité en w; si V, 
A : V à 
n’est pas nul le pôle, variable avec 6, u=¢ — v ('), est double pour 
L . ! : . 
le second terme du premier membre de (6) et simple pour le premier; 
il y a donc impossibilité, sauf si V, est nul et par suite V, est une 
constante (constante nécessairement différente de zéro), que l’on peut 
sans restreindre supposer égale à l’unité; on remarquera alors que 


l’on a 


ioe À! 2 che SE 
(1) Si V, = le raisonnement est en défaut; mais l'identité 
(u—v)Ugu— 2Uu + [(u—9)Vy— 2V_]ou + Ve(u— 0) + 208 0 
que Von obtient exige U.= 2, Vo=o: ce résultat est inadmissible, car 3 ne peut 
ètre nul. 
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et par suite a——%, b=— 9, circonstance signalée au début de ce 
paragraphe. L'identité (6) devient alors 


(7) Qu — 6) [0 + Vi] + 2[V.— U, +1] =o. 


En dérivant une fois en uw, et le résultat en ¢, on obtient 


e Vi = UG 0; U a apes: 


done U, est un polynome du second degré; l'équation (7), si l’on y 
fait w=, montre que V, +1 (pour 6 =) coincide avec U, ; on peut 
donc prendre 


Li 


(8) U,= Gt? + 26, + ts, V4, 6? + 3 + 6; —1 


et l’on constate que (7) est satisfaite identiquement. On a ensuite 


| a—(u—v)(cu+aeu+ces), 


B—(u—#v)(es? + 20.4 + cs — 1), 


I | — I 
92—= Y= —) 
u — 1 Le u— 
— I 
(9) QT ee te 
(u— pv) (¢,U*+- 2¢,t + cs) 
pin ST Na 
DE a n mn ? 
.(Uu—#) (eC, PF + BER”? + Cy — 1) 
; I . — du? dy? 
d= 2 a Paes 


= ——-, - RACE re es 
(w—~)? | e+ 2eu+e; CC HO C0 + 0,—1 


On a ainsi retrouvé le ds? auquel conduisent les cyclides de Dupin; 
les lignes de coordonnées sont des cercles dans chaque système : dans 
le cas général (c, 0) on prend relativement à la sphère unité deux 
droites conjuguées quelconques ; les cyclides correspondantes sont de 
degré 4; si l'une des droites devient tangente à la sphère, l’autre 
est tangente à la sphère, au même point, orthogonale à la précédente 
etles cyclides sont de degré 3; la dernière dégénérescence (62> 60) 
correspond à une droite isotrope et à la droite conjuguée, qui est 
parallèle à la première : on remarque, bien entendu, que s’il s’agit 
d'une cyclide isolée, on peut si c,0, réduire (+ c,) à l'unité et c, 
à Zéro par un changement (u, 6; Au + u, Ae + Uo) iB Cs eee Oy, Cae Oy 
on peut supposer c,=1,¢,=0, Les do? trouvés étant isothermes, on 
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a encore ici une famille de ~* surfaces minima (en particulier la 
surface minima d’Enneper). 


7. Surfaces W incluses dans les familles à trois paramètres. — Les 
deux rayons R, R’ sont liés par une relation ne contenant ni wu ni ¢; 
nous posons R’=R + y. Nous prenons d’abord le cas des coniques 
sphériques homofocales; on a. 


' i Pak: DEN 2. 1 On 
Dene) ce Ome EN de”? 
(1) 
| [ y Ow 1 OW 
W SS ee SS Oe Soe a” 
: : Siete ET) £ ou Rue de 


remarquons en passant que l’on a, pour toutes les surfaces de 
< OR OR’ 05 ie 99 


ine : T RUES Per A 
cette famille, W ou non W, =; 703 ON peut poser R ges Nice re 


et l’on obtient pour 0 l’équation de Poisson EC :) dont l'intégrale 


ts} 
générale a été obtenue par Poisson; cette équation admet en particu- 


lier une infinité de solutions algébriques |: la quantité y est fonction 


Rs D Lo otone 
de R et nous appelons y’ sa dérivée 35: Les équations (1) prennent la 


forme 
On —y OR ET 
; sb Sa À OR __ 
du ui} Cy) | ov » (tt 42) 
, o7R 
et la comparaison des valeurs donne 
du ov 
(3) yay 2) (ris ojo. 
On apercoit les solutions y'=—1 et y=— 25 la première donne- 
ait R'= const., ce qui est impossible, Ÿ n'étant pas nulle. La seconde 
donne R'——R+C, c’est-à-dire une surface minima si C est nul, ou 


une surface parallèle à une surface minima (il est évident a priory que 
toute surface répondant au problème peut être remplacée par la sur- 
face parallèle, obtenue en portant une longueur constante sur les nor- 
males); il suffit d'obtenir les surfaces minima; on a alors 


OR I On a 1 k me 


———— } R= —— >» R = — ; 


=a 9 HP EL - ed . 
ov es du wt TEEN UN 
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où # est une constante. Ces solutions écartées, on arrive aisément à 
l'intégrale de (3): 
(4) A(R’-- Ry = sin) A(R + R'+ B)!,. 


où A et B sont des constantes; on reconnait les surfaces signalées par 
Weingarten dans la déformation du paraboloide de révolution; ces 
surfaces applicables sur le paraboloide s’associent par couples de sur- 
faces complémentaires, développées d’une surface satisfaisant à la 
relation (4); un parallélisme permet d'annuler B; une homothétie 
permet de réduire A az ou ¢, suivant qu'il s’agit du paraboloide 


+ . 


L+ yt aps ou pa Si se 


autrement dit on ramène (4) al une des deux formes 


(5) R’— R=sin(R+ R’). R’— R=sh(R-+ R’). 
Si l’on adopte la forme (5), on peut poser 
. utr al 
a ‘ 2R = — sin, iC Ieee 
(0) J=sin0) db, ope 


>! … 
2 R'= 06 + sine. 


où C est une constante arbitraire. 
Prenons maintenant l’autre type de do’, correspondant aux fais. 
ceaux de cercles orthogonaux; on a 


ri i anger I OR aL ee i JOR’ 
/ Se tie. RC De. SRE ee CRS PE 


[Ici encore on peut poser 


ae 06 
im du ; Ov 


et Ü satisfait à l’équation E(— 1, 1) dont Pintégrale générale est 


ae RUE Crest Ë 
dude\ u—v ) | 


En posant encore R’= R + y, ona 


( v= dy > — Cat 
+ ad ne TRE 


OR ia 7 OR 5 


(S) RE) ee ME eet C4 
Ou (u—#)(1+ 1") OV ih eg 


(9) dr =(r +1) (9+ 2). 


om 


ee TR ES 
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Comme précédemment y’=—1 est à rejeter; y’=— 2 donne les 
surfaces minima déjà signalées au moment où nous étudions ces do? 
(et les surfaces parallèles). Si l’on écarte ces solutions, on arrive à des 
surfaces qui, à une homothétie près ou à un parallélisme près, donnent 


(10) R’—R=ch*(R-+ R’=/R’— RYVR—R — 5), 


AN CAEN ,_ _D+en+i 6) 


| R= ————, RER, ve ch; 


Ht 4 : 2 
(11) ‘ C 
| eo RE z 


où C est une constante arbitraire. 


8. Exemple de familles à deux paramètres. — Dans le Mémoire déjà 
cité de l’Académie Polonaise de Cracovie, M. Gambier obtient x? sur- 
faces dépendant de deux paramètres D, }, dont l’un, D, est paramètre 
de forme, l’autre, À, paramètre d’homothétie, telles que les rayons de 
courbure principaux aient pour expression 

a (Nb EE = Cu + M 

(tr) , ++: 1. st; 
(de 1 GF 

les paramètres wu, et ¢, étant ceux qui fixent les lignes de courbure. 

Donc, si D varie, on a déjà oo! surfaces qui se correspondent, 


pour À constant, suivant le mode indiqué. Si maintenant on pose 
(2) u = UV? == ViVA 


on obtient, au lieu des expressions (1), les nouvelles expressions 


(Ui Vay (Di #1} 

LV UNS 
indépendantes aussi de k : donc les æ* surfaces sont par ce procédé 
mises toutes entre elles en correspondance suivant le mode indiqué. 
Grace à cette remarque, nous avons une solution très satisfaisante 
pour l’esprit de la question, objet de ce travail. Nous avons indiqué le 
moven d’avoir toutes les familles à un paramètre; nous en avons donné 


2 Ven 
Ann. Ec. Norm., (3), L. — DÉCEMBRE 199». 49 
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un exemple intéressant, déduit de la représentation de Mercator; nous 
avons obtenu les deux types de ds? correspondant aux familles à trois 
paramètres. Quant aux do? à deux paramètres, nous en donnons un 
exemple simple obtenu ainsi : nous figurons sur le plan +0 y un fais- 
ceau de coniques homofocales d’équation 


f « | x 1 és oie — 
(4) + Iino 


et nous mettons ce faisceau en perspective stéréographique sur la 
sphère unité à partir du point (0,0, 1) par exemple; chaque valeur 
de D donne un réseau sphérique orthogonal, mais grâce à l’homothétie, 
ces oo! réseaux ou do? donnent effectivement «° surfaces se corres- 
pondant suivant le mode indiqué. (N’oublions pas que, en parlant de 
solution à 1, 2, 3 paramètres, nous comptons les paramètres interve- 
nant dans une famille de surfaces se correspondant entre elles suivant 
le mode étudié ici; le nombre de paramètres dont dépend le ds? est 
distinct du nombre 1, 2, 3 qui vient d’être cité.) Les réseaux sphé- 
riques qui conduisent aux familles à un paramètre dépendent de deux 
fonctions arbitraires U, V d’un argument; ceux qui conduisent aux 
familles à trois paramètres dépendent simplement d’une seule arbi- 
traire (écartement focal, ou des points-bases des faisceaux de cercles). 
Nous n’avons pas résolu la question analogue (nombre de constantes 
arbitraires ou de fonctions arbitraires) pour les réseaux sphériques 
qui donnent des familles à deux paramètres : nous savons seulement, 
soit que nous suivions la méthode de M. Finikoff ou celle de M. Gambier, 
que les fonctions inconnues e, g satisfont dans ce cas à trois équations 
aux dérivées partielles, sans savoir quel est le degré de généralité de 
la solution (e, g) : nombre fini de constantes arbitraires ou une fonc- 
ion arbitraire d’un argument (ce ne peut être deux fonctions, car ce 
nombre deux correspond au cas des familles à un paramètre). On 
remarquera en tout cas l’analogie des deux méthodes : dans celle de 
M. Gambier, une équation (E,) suivie d’une chaine d'équations 
linéaires et homogènes en U', V', U—1, V —1, équations linéaires qui 
doivent se réduire à 1, 2 ou 3; dans celle de M. Finikoff, une chaîne 
d'équations linéaires, non homogènes, en x, 8, y qui doivent se réduire 
Os. TOU "2. 


—— ee 
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Ces considérations générales données, revenons à notre exemple. 
L’équation (4) permet d'exprimer les coordonnées (a, 3) d'un point 


du plan æO7y en fonction des paramètres w, ¢ (valeurs de 7 au 
point a, 3) 


rs * D?+ uw) (D?+ e te ip 
| = CERN, p= 
(9) a+ B= D?+u+¢, 
2 Ut EE) du? CPE 
To? ae | —————_—_ — — | - 
| iii ; if Feces | 


Le point (c, c’, c’) perspective du point(x, 8, 0) a pour coordonnées 


. 2a 93 A DS x 
(6) c= —: pics 25 k hig Se +6 I 
3 feo Be 1+ a+ 6? + 8241 
et l’on a 
bay ds? hd? + dpt) _ Cus} ra APs 9 
SS Les —— ee 08 © 5 
7 (1+ 27+ 67)? (1+ D+u<+e" | u(D'+u) 7 9( DPE PB} 


Si l’on cherche les surfaces qui admettent pour troisième forme 
fondamentale ce do? exprimé en wv, ¢, on a à intégrer le système 


‘ I 2, (È 

\ï jiu ie Dia w+ ¢ Beenie : 

2 f ) R ù 
—_ ee re) 

R' du — TEE p22 pH —.. ( at ) 


Or les équations (8) sont compatibles avec l'équation complémen- 
taire 


(S) 


3 RU, ami 
(9) | 7 AN CV: 


où U, et V, sont deux fonctions inconnues de u, respectivement: 
cette équation (9) équivaut en effet à 


(10) oe sane R 


‘4% 9° 
du ov _ du dr 


JoeR, 


équation facile à former en tenant compte de (8); nous effectuons le 
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changement de variables (') 


; + D 
(11) WU = U + , PE + 


| 


et hE 
3 


et l'équation (10) devient 
(12) 2(3u? + 307—2u,¢,)(U—V)+ 
(v?-—u?)[(3u,—¢,) U'+ (3¢,—u,) VJ =o. 


Cette équation se traite par la méthode indiquée dans ce Mémoire 
par M. Gambier; on peut remarquer que siv, devient égal à u,, V(¢, ) 
devient la fonction V(u,) tdentique a U(u,); si ¢, tend vers (— u,), 
V(—u,) se réduit aussi identiquement à U(w,), de sorte que V est 
fonction paire de ¢, (ainsi que U de u, ). Donnons à ¢, la valeur zéro: 
l’équation (12) devient 


6(U —V,)— on + ui, =o 

si l’on dérive en w,, on obtient 

30’ — 3u, U0" + V¥o=o 
et pour uw, =o on trouve 3U, + V,=o=4U,, desorte que U, = V, =o; 
la fonction U satisfait done à l’équation 

9(U — V,,) —u, U'=o0. 
qui donne aussitôt, en changeant de notations, 
(13) l= h + ku}, V=h+ kr 


et l’on constate que (12) est satisfaite identiquement. On peut donc 
NS eae nos san ul gs Le dt ek Sy SRE 


(1) Ce changement donne au do? la forme 


‘ 2 : 
AT PM RM PSE ERE TE Oe 
(mil ae 1— D‘ ? 1— Dt 
LUE == À À 9 > OT — 0) + 
3 4 


et si l’on pose wy = Aus, w, = Àv on obtient le do? 
; 2 ‘ 
dot UT Pa a du3 Pe de3 À 
(Ur 02)? Lau — us + p AeX3—v? + u |’ 


de sorte que la variation 2 et 1 donnent tous les do? qui se correspondent suivant la loi 
indiquée. 


at, DA 
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prendre 


R’ h + ku? 
(14) Rey Vise 
R h + ke?’ 


-h, et k choisis, le signe (+) donne une surface isothermique à repré- 


sentation sphérique isotherme et le signe (— ) donne la surface iso- 
thermique associée (si # est nul on retrouve la sphère et une surface 
minima); supposons que nous prenions ko et par suite, sans res- 
treindre, # — 1. En supposant h=o, ona 


== — ou SE ye 
Le cas À — “ conduit à une surface algébrique; les équations (8) 
Rg = -¥, § que ; q 
donnent alors, en négligeant la constante À d’homothétie, 


» (Uy, + #1) (w+) 
(19) R= ——— h — rer 


3 2 DIET 
ui VF utes 


et cela suffit, pour notre but, d’après ce qui a été expliqué plus haut. 
Il est intéressant de donner les formules finies exprimant en w,, ¢, les 
coordonnées (£, n, €) d’un point de la surface correspondante. D’après 
les formules d’Olinde Rodrigues, on écrit 


dé dc AU dc 


ue aul ap PA 
Il n’est pas inutile pour simplifier les calculs de remarquer que l’on 


passe de c ac’ simplement en remplaçant D par D sans toucher à u, 
ni¢v,.Ona : 


- 


Le changement de variable 


2 


CAE € j 3 
“y+ ——— =u À, 


2 
ot ere oe D: fae D) 
rte) APs ou YV 2u+D?+1 
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: CAN: * dz ae 
transforme | intégrale | 7, du, non seulement en intégrale de frac- 
1 
tion rationnelle, mais même de polynome. En faisant le changement 
de variable analogue sur +, . 


D==—"1 à 
(18) Mie As ER 


> 


on trouve que la fonction 


gies MG a> DSi 208560 
(19) 2S —— ———  — vd 
: : 3(D?—1)?D 


y 


admet bien comme dérivée partielle en #, l'expression qui est au 
second membre de (16); et comme l’expression £ est symétrique enw, 
e,, c'est l'expression cherchée. 

Profitant de la remarque faite sur l'échange de ¢ en c’ en rempla- 
cant D par ¢D, on est conduit à poser 


D'—+: ; ‘Di+1 
(20) decd | L — > 4 — 1 


au, 2P, 


et l’on obtient la surface algébrique de genre un, 


206? —30U—3F+-6., 
SS SE Se 0 LL 
3(D? —1)?D 


— 21763 — 307+ 347+6 


y Se ee ee 
(at) j 3(D?+ 1} D AT 
— 


fy 


| 


a) 
\ au? 


La surface en question est du type elliptique, car il n’entre en jeu que 
les radicaux en uw, d'une part 


ae [=F 2 
(22) \ ley, + F Vu 
2, 2 


et d'autre part en ¢, 


7 Di} D: + 
(23) Vy. \/° + ? \/ — Fi + — se : 
”, \ 2 


Pour que 4, 3 soient réels, il faut que l’on ait 


PME. EE 
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Il en résulte que u, = u + - est positif et mème supérieur à 


» 


donc les trois radicaux (22) ain réels; t et t, sont réels. Digtideuons 
maintenant deux cas suivant que D <1 ou D> 1, c’est-à-dire suivant 
que les foyers des coniques planes homofocales sont intérieurs ou 
extérieurs à la sphère. 

Premier cas : D<1; v variant de o à — D*, l'expression v, varie 
dad et sel i D> 


donc la aries est réelle. 


; elle reste donc toujours positive; R, R’ sont réels, 


1 + D? 
2 


Deuxième cas : D>1; nous venons de voir que = 


2 


et ¢, — sont nécessairement positives si ¢ varie de o à —D’, 


1 + D? 


mais ¢, change de signe. Quand ¢ varie de o à — , est positif; 


les formules écrites donnent pour &, n, € des valeurs réelles. Mais si ¢ 
TD 


varie de — — D?, +, devient négatif; R et R’ tels que les 


À 


donnent les formules (15) sont imaginaires pures; il suffit donc de 
faire une homothétie de rapport ¢ par rapport à l’origine pour obtenir 
une nappe réelle de surface. 

Si l’on prend la surface isothermique associée, on trouve 


et la formule d’Olinde Rodrigues relative à la coordonnée € montre que 
la surface est transcendante. 
Si l’on suppose À 0 (et toujours £ =1,) on trouve des expressions 
R, R’ indépendantes de D mais dépendant de h 
hi h— us, + Vi her + 3 
Vh + us Vu HA Ve + hVur+h 


(24) RERICE 
h—u,v, +Vui+hVri+h 


RS 
Va + ue, EVur+ hor hye h 


Or en posant (sih>o) 
Le UVe: Vi VA, 
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on réduit ces expressions à 

1 U,V,+Vi+U?vi+ Vi 1—U,V,+vVi+U?Vi+ V} 
SS > CE 2? _ Oo = 
VU Vi VEUVE Vi UT Vi EU VV UV EVE VE Vi 


et la variation de D, À donne bien x? surfaces possédant le mode de 
correspondance étudié; il est facile de voir que la variation de À rem- 
place la surface par une surface homothétique. Si h < 0, on pose au 


contraire u, = U, /— Apo, J—h et l’on a un résultat tout sem- 
blable. 


9. Surfaces moulures. — Nous avons vu que pour une surface mou- 
lure générale, ona 


à 


do? = sin?(¢ — U,) du? + de’, 


les courbes « = const. de la sphère sont des grands cercles; on sup- 
pose U, non constant; sur chaque grand cercle s est l’arc compté à 
partir d’une trajectoire orthogonale, convenablement choisie, de cette 
famille de grands cercles; sur chacun d’eux marquons le point de 
paramètre ¢ = U,(u) : ce point engendre la courbe sphérique I enve- 
loppe des grands cercles. Sur la surface S les courbes u = const. sont 
des géodésiques G planes, et R’ est le rayon de courbure au point (¢) 


tee OR’ : À 

de cette géodésique; on a == — o de sorte que R’ ne dépend que de +; 
les géodésiques planes sont toutes égales, car R’ est toujours la mème 
fonction der, dont l'interprétation géométrique est l'angle de la tangente 
avec une droite fixe du plan de la courbe plane. Mais alors si nous 
prenons le nouveau do” 

: lu? 

sin?(¢ — U, sr + de, 

U 

puisque V =1, tandis que U est arbitraire, nous trouvons sur la 
surface S, homologue de S la méme loi de variation de R’ en fonction 
du paramètre géométrique +, de sorte que le profil générateur est le 
même pour S, etS. D'autre part marquons dans chaque plan vw = const. 
la génératrice de contact avec la développable enveloppe A, pour S, ou 
avec la développable enveloppe A,, pour S, : pour uw, fixé, cette droite 


occupe par rapport à la géodésique G(w,) la même situation sur S 


"A oe 
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et S, ; autrement dit si nous faisons rouler sans glissement non pas le 
plan de Gsur A, mais A sur une position fixe de ce plan, et de mémeA,, 
nous avons la méme enveloppe dans ce plan pour les positions succes- 
sives des génératrices de A ou de A,; cette enveloppe E a même lon- 
gueur d’arc que l’aréte de rebroussement A de A ou A, de A,, et méme 
rayon de courbure. Autrement dit, la fonction arbitraire d’une variable 
qui s’introduit ici correspond à la déformation au sens de Gauss de la 
développable A en une autre développable A,, avec conservation des 
génératrices : on sait qu’il suffit de construire deux courbes gauches A 
et A,, telles qu’aux points de même arcs les rayons de courbure soient 
égaux : c’est la valeur du rayon de torsion qui est la fonction arbi- 
traire ; on fait ensuite rouler sans glissement un plan P sur la dévelop- 
pable A d’aréte A et l’on marque une courbe G sur P; Gentrainée dans 
le mouvement engendre S; portons alors la développable A, sur la 
développable A de façon que les arétes A, A, se touchent en un point 
homologue, avec méme plan osculateur et considérons la position 
P, du plan P, relative à la génératrice commune; P roulant à partir 
de P, sur A,, la surface S, est engendrée par la courbe G. 

On peut remplacer cette définition géométrique par une autre ; par 
exemple S étant donnée, ce qui détermine I’ sur la sphère unité, se 
donner arbitrairement la courbe I’,. 

Pour une surface moulure de Monge, on trouve d’abord la transfor- 
mation qui précède, dont la définition toutefois doit être un peu 
modifiée : si la surface n’est pas de révolution, on considère deux 
cylindres C, C’ quelconques tangents le long d’une génératrice; on fait 
rouler sans glissement le plan tangent commun, P,, soit sur C, soit 
sur C’ et un profil G tracé sur P, engendre les deux surfaces corres- 
pondantes. Si la surface S est de révolution, S, coincide, dans son 
ensemble avec S; un méridien, considéré comme appartenant a S, 
défini par son angle 0 avec un méridien fixe, est remplacé par un méri- 
dien d’angle 0, où 9, est fonction arbitraire de 4; les paralléles se con- 
servent; cela tient à l’interprétation des formules 

do? = ds? + sin? du, do? = dy? + sin?’ ie 
du, = a 
vu 


Ae 
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Mais pour une surface moulure de Monge, on a une transformation 
plus générale, comme nous l'avons vu; on a, avec une constante C 
x . 
arbitraire, 


s 


(2) do? = dv? + sin? du?, 
/ dy? dx du 
3 DE = ——_______—__ + sin*¢ ——.- 
En IT QUE agir} U 
Kerivons 
sing =) C+ 1 sinew. 
| cose dé ay C-+ 1 cosa dar, 
(1) ; cos?’ + C= (1+ C) cos? m, 
av "(cos de 


ad hy", 
1+C(r4+ langer) costr + © 


Ona } ; 
(C+ 1) sin du? 


U 


dg? = dv? + 


Voici comment on peut expliquer cette propriété, il suffit de 
raisonner sur une courbe plane G tracée dans le plan xOs; soient M 
un point de cette courbe, N le point où la normale coupe Os, et « 
l'angle (Nz, NM) qui est égal d'ailleurs à l'angle (Nx, MT), MT étant 
la tangente en M; on a aisément (en négligeant certaine difficulté 
de signe) 


varie 


k DRE US ETS 
en appelant z' la dérivée at d’autre part 


d 5" $- <i a 
de Vi 32) AC MU 


(1+ 3") 


C étant le centre de courbure de la courbe en M; si l’on pose 


sing — \ un 


pe = —— - & | 
Vi+s* 
la courbe G définit une relation entre NM et CM: cette relation est de 
la forme s 
d\ SVN 
ae. (or 


cette relation considérée comme équation différentielle du premier 


Dee He ei, 
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ordre en V et æ a son intégrale générale obtenue immédiatement en 
: dt À à "ne 

remarquant que G donne une relation — = 2(x); donc l'intégrale 

LAN RE a VU 

générale est, = 2(Gx); l'équation différentielle — =/ z) consi- 


dérée comme équation différentielle du second ordre entre = et x s'in- 


’ ; dan sr . Pr tante À à : 
tegre d'abord en écrivant l'intégrale intermédiaire = = o(Cx), puis 
faisant une quadrature qui donne 3 en a. Considérons une nouvelle 

RE ee dv iN, é 3 : 
courbe G, intégrale de —— ep(e), sur G et G, les points M et M, dont 


le rapport des abscisses x et x, est une constante convenablement 
choisie, donnent done les mêmes valeurs à MN et MC, car 


Gee I FOUR 
MN=%> . yc =s(>)} 


si l'on fait tourner G et G, autour de O3 elles donnent deux surfaces 
de révolution pour lesquelles la correspondance obtenue en faisant 
correspondre les parallèles de M et M,, puis les méridiens de S ets, 
suivant une loi arbitraire, satisfait aux conditions du problème. Le 
parallélisme de Peterson fait ensuite passer aux surfaces moulures. 


10. Généralisation du probléme. — Considérons une surface S rap- 
portée à ses lignes de courbure (w, «) et soient e, g, R, R' les fonc- 
tions déjà étudiées. Soit une autre surface quelconque S, dont nous 
ferons correspondre les lignes de courbure d’un système aux lignes 
u= const. de S suivant une loi quelconque; nous attribuerons le 
nom uw à la ligne de S, homologue de la ligne de S; faisons ensuite la 
méme opération pour les lignes de courbure du second systéme de S, 
et les lignes «= const. de S: soient e,, g,, R,, R, les fonctions ana- 
logues pour S, à celles de même nom de S, calculées aux points u, © 
correspondants. On a entre R, R’, R,, R, deux relations R,x=/(R, RB’), 
R' = 9(R, R’) obtenues par élimination de u, + entre les équations 
donnant R, R’, R,, R, en fonction de u, ¢. 

Inversement, on peut donner a priori les relations R, Seg OR, RY), 
Rh, = 9(R, RB’); on a, pour déterminer deux surfaces S, S, se corres- 
pondant avec conservation des lignes de courbure et les relations 
R,=/, R, =¢ entre les rayons homologues, un systeme de huit équa- 


24 
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tions à huit inconnues e, g, R, R',e,,g1, Ri, Ry, à savoir les trois 
équations utilisées dans ce travail entre e, g, R, R'et u,v, puis les 
trois équations analogues entre e,, g,,R,, R,; puis les deux équations 
(en termes finis) entre R,, KR, R, R’. On aura donc, en général, un 
couple et un seul S,S, (si R;=R, R'—R', en général le couple 
unique S, S, se réduit à S superposée avec elle-même). 

Dans quel cas peut-on avoir deux couples distincts? S et S, étant le 
premier couple, S’ et S| le second, nous supposons que l'on n'a pas 
à la fois S=S' (sauf déplacement ou symétrie), S,=S,, Supposons 
S,4S,, sans examiner si S et S’sont ou non distinctes ; quand R et R’ 
recoivent les mêmes valeurs, R, et R, ont les mêmes valeurs sur $, 
et S,; donc S,, S; forment un couple de l’espèce étudiée dans les para- 
graphes qui précèdent. 

Conclusion : partons d’un couple S et S, comme au début de ce 
paragraphe et ayant fait correspondre les lignes de courbure, calcu- 
lons les fonctions f et =; si ni S, ni S, ne sont l’une des surfaces 
étudiées dans ce qui précède, on n’a que le couple (S, S,). Si S, est 
l’une des surfaces que nous avons obtenues, toutes les surfaces (à 1, 
2 ou 3 paramètres) associées à S, constituent avec S l’un des couples 
que nous cherchons maintenant; si S est elle-même l’une des surfaces 
étudiées avant, on peut dans le couple (S, S,) remplacer chaque sur- 
face par l’une des familles associées. 

Ce sont les seuls cas possibles; le lecteur se rendra compte de la 
difficulté de déterminer les fonctions /, 9 correspondant aux cas 
exceptionnels. 

Citons un cas intéressant : supposons que nous voulions conserver 
les lignes de courbure, et les courbures totale et moyenne; il y a 
d’abord la solution R, = R, R,— R' étudiée avant; mais il y a l’autre 
solution R,=R’, R,=R dont on connait un couple solution, en 
général unique, à savoir une surface à courbure moyenne constante 
et celle qu’Ossian Bonnet a su lui faire correspondre, parmi toutes 
celles qui en sont déformées au sens de Gauss, avec égalité des 
rayons principaux (mais sans conservation des lignes de courbure, 
sauf pour l’une d’entre ces surfaces). Si la surface en question est de 
révolution, on aura de plus à envisager les surfaces à courbure totale 
moyenne qui sont moulures. 


din Le 
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Au lieu de deux relations en termes finis entre R, R’, R,, R,, on 
pourrait aussi considérer des relations au nombre de deux encore, 
mais faisant intervenir les dérivées de ces expressions en wu, «. Les 
conclusions seraient analogues, tout au moins grosso modo. 


11. Lignes de courbure. — Bornons-nous strictement aux surfaces 
qui se correspondent avec conservation des lignes de courbure et des 
rayons de courbure principaux. 

St l’on connaît un couple de deux surfaces associées 8, S,, leurs 
lignes de courbure s’obtiennent sans intégration (exceptionnellement, 
si U est une constante, les lignes u — const. échappent à cette pro- 
priété; de même si V=const.). Quels que soient les paramètres à, 3 
employés sur la première surface S et les paramètres «,, 3, employés sur 
la seconde S,, on sait trouver les relations f(a, 3, %, B,)=0, 
2 (a, 8, %,, 8;)—0o qui réalisent la correspondance; les surfaces W 
méritent à ce titre une mention spéciale. 

Ce dernier point est évident; car les rayons principaux R, R’ sont 
des fonctions connues de «, 8 et, sauf le cas des surfaces W, la donnée 
de R et R’ permet de calculer x, 5 sur S, &, et 3, sur S,; pour réaliser 
la correspondance, on prend donc arbitrairement 4, 3; R et R’ en 
résultent et par suite x,, 3,. SiS est surface W, S, est aussi surface W 
(relativement a la méme relation entre R et R’); dans ce cas, on sait 
trouver par quadratures les lignes de courbure sur S et sur S'; mars, 
st S et S, ne sont pas surfaces W, il y a une correspondance déterminée 
(ou du moins un nombre fini) qui réalisent les conditions de notre pro- 
blème ; si S et S, sont surfaces W, il y a soit un nombre fini, soit x' 
correspondances de cette espèce. Supposons pour fixer les idées que S 
et S, soient deux surfaces d’Enneper, égales ou homothétiques. Les 
rayons de courbure de la première sont, avec un choix convenable 
des paramètres u, +, égaux à + (1+u?+1*), ceux de la seconde 
+7. (1+u? + ¢?); il est clair que les x, correspondances 


(1) armure C, A+ 6?) 1 PHC, 
où C est une constante arbitraire, satisfont à toutes les conditions du 


problème (les æ* surfaces correspondant à une surface minima 
d'Enneper donnent simplement x' formes de d5*; pour chaque forme 
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de do? on trouve +! surfaces minima homothétiques et chacune de 
ces æ! surfaces donne o! correspondances). Quand deux surfaces W 
peuvent se correspondre suivant le mode indiqué, on détermine leurs 
lignes de courbure, (u, © ) sur l’une, (u,, ¢,) sur l’autre et l’on écrit 
ensuite R=R,, ce qui donne une relation f(u,6)= fi(u, %:) qui 
admet soit æ' solutions de la forme u,—u,;(u), v, —v,(#), soit un 
nombre fini de telles solutions; s’il existe æ' solutions, chacune des 
deux surfaces W en jeu admet évidemment æ' transformations en 
elle-même de cette espèce. J’indique rapidement quelques résultats 
pour le cas où il existe æ' correspondances: la relation f — f, n’est 
pas arbitraire; pour éviter toute difficulté, supposons que l’on résolve 
en w cette relation de façon à avoir u = F(u,, ¢, ¢,); u restant cons- 


tant, w, reste aussi constant, mais ¢ varie, ainsi que ¢,; cette fonction 


v,() vérifie done l'équation différentielle ae Es _ = o,ccedqui 
1 


exige, u, pouvant recevoir une valeur yiisicontdés que le rapport 
: - soit ar ae de u,; si o(¢, v,) est une intégrale première 
x. ; OF dr, SR 

de l'équation & Ne dr, de — 0 comme F est une autre intégrale 
première, on a 7 = D[9, u,| et l'équation f(u,6)— f,(u,,v,) prend 
done la forme u—®D{o,u,], équation qui, résolue en 2, donne 
o(v,°,)=(u, u,); les æ' correspondances s’obtiennent done en 
posant vy (vw, 9, )=C, Ÿ (u, u,)=C. On voit donc que, parmi les sur- 
faces W, celles qui sont æ' fois solution de notre problème conduisent 
à une relation entre quatre variables, susceptible de deux formes diffé- 
_rentes à vartables séparées 


(2) TI Pie tity P35 Vu, u,)=o(P, ri). 


Je n’insisterai pas ici sur le problème d'analyse pure qui se trouve 
ainsi posé; je me borne à signaler que toute relation de la forme 
UVU, V,=1 (ou, en prenant les logarithmes, U+ V+ U, + V,=0) 
est susceptible de trois façons différentes d'être mise sous la forme (2) 
en laissant deux variables seules dans un membre et les deux autres 
dans l’autre membre. 

Keartant done le cas d'une surface W, nous avons deux surfaces 
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S,S, qui sont mises en correspondance ponctuelle, obtenue par 
simples différentiations et éliminations; les deux surfaces peuvent 
done être supposées rapportées à un couple de paramètres à, 3 tels 
que la correspondance soit réalisée par les points de même « et 3; on 
trouve sans peine, par simples différentiations et éliminations, les 
fonctions U, V. 

En effet, si nous considérons les trois formes fondamentales 


Rz=S daz P= Side duc: b= Sde? 
de la surface S et les formes F,, ®,, 4, de S,, nous avons (en suppo- 


sant que les formules d’Olinde Rodrigues soient écrites dx — Rde, 
da = R'dc) 


Wed + 2dr, Y= i du? Fe ds? 
2 o? ! 
(3) D = e* Rd 2 R' dv’, Di i du? + eed apes 
F =e? R? du? + g? R? de®, tés a du? + te de? 


et l’on obtient immédiatement 


4 TS Mae FR 

(4) F =, —Ù, F Rd, = À 
le calcul du premier membre est possible avec des paramètres quel- 
conques; si done U n’est pas une constante, l'équation U = const. 
donne, en faisant varier la constante, successivement toutes Îles 
lignes de courbure du premier système, obtenues en termes fins. 

La question est un peu plus ardue si l'on ne connait qu’une surface 
S dont on sait qu’elle admet une transformation du type étudié ict. 
Inutile de parler des surfaces dont les lignes de courbure ont pour 
images sphériques des coniques sphériques homofocales ou deux 
faisceaux de cercles orthogonaux, pour lesquelles les lignes de cour- 
bure s’obtiennent aussitôt. Nous allons écrire, en coordonnées para- 
métriques quelconques *, 3, les équations E,, E, du paragraphe 2. 
Nous formons les équations différentielles des lignes de courbure 


Ado Bb, 45 =50 et A, da + B,d3 =, 


24% 


L 
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de sorte que l'on a 
àdu— À, da + B, dB,  pdv—A, da + B, dB; 

ne de AB, du — LB, de — }A,du+aA, dv. 

(9) A,B, — B, A, AB—AB 
0 à P) ears u ( de Na À 
(BA, ht = lb ot Aye 
jak BELA D, (8. Eure x) TAB AB Pt 9e À 0p)? 


où A,, B,, A», B, sont des fonctions connues, où À et sont des fonc- 
tions intégrales des équations 


(dA, dB, : TE: WU 
«(58 — Te) — (M93 Bag) =" 
‘OA, OB, du Layee 
¥( Se — Fe) — (456 — Bae. Éd 


Nous écrirons 


? dés 


(6) 


(7) de + de + deP=e da? +  f da dB + g°dB?=—ej du? + gj dv 


(en appelant e,, g, les quantités qui, au paragraphe 2, sont appe- 
lées e, g). 
En vertu de la dernière équation (5), nous avons 


2 


=8() = Ae [Bi e? + A; gs — 2A,B,/], 


ott L,, L, sont certaines fonctions de a, 8 parfaitement connues, obte- 
nues par simples différentiations, éliminations et calculs algébriques. 
On a aussi 


1 Og 1 1 JL OL Ow 0 
le ee 1% ; . - = L AUS ms 
CAL L'on dle (A, by As By) Lu (1 * Oz Ag 73) Ly (B. Ox 55) 


obtenir M pepe 2) Lu (OA: 9B 
= 1, (A, B,— A, By |! (8.52 Mise LEE aa (Se a) 


d Ô 
a | 55 Bhd — SU) 4 
a AR AIR, mak va ath 


a Tnt à 
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Les formules ainsi obtenues 


( — = —pM Le dei =) 

9) P- 19 21 de AM, 

nous montrent que, dans le cas des surfaces moulures (Æ—0 
de 4 : . . 

ou Ft =0), les lignes de courbure, trajectoires orthogonales, des 


géodésiques planes, s'obtiennent par une quadrature de différentielle 
totale, conformément à un théorème général. On a ensuite 


d'u OR 0 
s(+ 2) = du (M 


À OM, , OM, Op. Op. 
AB AE, E (8. gan Fa) M (Be —a,58) | 


in en Ee My) — 53 ( (A, AE 
a ee LAS Sie oes Ge eee 
(10) (= es) == AN), NE me) aoe tt 


; 3 1 Og 
En passant, nous voyons que l'équation = Ow — fonction de « 
1 


Os. __ | # 
(ou plus simplement = Fy = 1) par un changement de variable 


approprié sur °) donne encore un facteur intégrant de ]’équation des 


lignes de courbure ¢ = const. 
L’équation (E,) s'écrit donc 


(11) N,+N,4 L,L,=0. 


Puis l’équation (E,) (qui est bien plus intéressante pour nous) s’écrit 


M OU oU | 0 d 
(12) es Mori + (LC 1) E (B,M,)— (A.M 
M, f Ov ‘ OV ; 0 0 as 
+" [BS 55 | + (\ of re (B, M) + EX (A M, sf. 


Nous adjoignons à l'équation (12) les deux équations 


ou oU OV OV 
(13) PAR MEET Be + Ms 0 
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Nous avons constaté aussi que, si l’on effectue un changement de 
variable u, = u,(u), ¢,=9,(%), les quantités U, V sont inchangées ; 
de la sorte, les surfaces S qui admettent simplement &' surfaces asso- 
ciées fournissent trois équations, à savoir (12), (13), pour deux fonc- 
tions inconnues U et V, équations compatibles et le raisonnement déjà 
fait, raisonnement qui consiste à appliquer au système (12), (13) les 


méthodes classiques, établit que le rapport > = s'obtient par diffé- 
rentiations et éliminations. Ecrivons 


(14) L(U —1)— L(V —1) = F(a, 6), 


où F est une fonction connue; on a donc la dernière formule (5) 


ut; SUM oF A oF Re oe 
(U1) dus dat “706 ) BB,— A,B,’ 
OF OF 
dU or bles): 


(A 


DCE AT (A, da + B, dG). 

Donc, si U n’est pas une constante, on a trouvé un facteur intégrant 
de l’équation A, dax + B,d8— 0; si U est une constante, F = const. 
est une intégrale première de l’équation A, da + B, dB — 0, comme 
cela résulte soit de l'équation (14), soit de l'équation (15). Donc (sauf 
certains cas défavorables) une quadrature de différentielle totale livre 
les lignes de courbure de toute surface admettant «' trans formées. W n’y 
a pas contradiction avec ce résultat, établi plus haut, que, sz les lignes 
de courbure sont obtenues, U et V se calculent sans quadrature; cela 
tient à ce que Ja quadrature fournissant soit U (quadrature 15), soit 
les lignes de courbure, est la même et que faire l’une revient à avoir 
fait l’autre. 


“tt 00 < nt — 


LES INTÉGRALES DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE 


Par M. Émize COTTON 


Irropucrion. — Soit I(w) une intégrale curviligne dépendant d'un 
paramètre u de la façon suivante : 
La courbe d’intégration S tracée dans un plan xOy varie avec u, 


soit f(a, y, u) = 0 son équation; la fonction g(x, y,u)sous le signe Î 
dépend elle aussi du paramètre u, et y est une fonction implicite de la 
variable d'intégration x et du paramètre u définie par l'équation f = 0: 
enfin les limites de l'intégrale peuvent elles aussi être fonction de wv. 
Dans un article antérieur ('), j'ai étudié les singularités des inté- 
grales I(u) en supposant les variables réelles, la fonction g et les 
limites analytiques, lorsque la courbe S elle-même analytique acquiert 
pour une valeur numérique (soit v= o) un point double à tangentes 
distinctes ou confondues. | : 


Je reprends ici cette étude en la généralisant : gest le quotient = de 
4 


deux fonctions analytiques, les variables x, y, u sont des nombres 
complexes, le point singulier que peut présenter pour v=o la 
courbe S est d’un ordre de multiplicité quelconque. Le cas particulier 
où f, 0, Y sont des polynomes avait été considéré par Fuchs (Journal 
de Crelle, t. 71, 1870, p. 91; t. 73, 1871, p- 324) et par M. Picard 
(Théorie des fonctions algébriques de deux variables, t. 1, 1897, 
Chap. IV, Section IV; Quelques applications analytiques de la théorie 


D A le Pert Sele ree ee re 


(1) Annales de l'École Normale, 3° série, t. 49, 1932, p. 391 À 382. Les renvois à cel 
article sont désignés ici par les lettres /. Æ. A. 
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des courbes et des surfaces algébriques, 1931, Chap. V, Section Il). 
Fuchs a démontré que les périodes de l'intégrale abélienne considérées 
comme fonctions du paramètre u étaient des solutions régulières d'une 
équation différentielle linéaire à points singuliers isolés; M. Picard a 
montré l'importance d'une détermination directe du groupe de mono- 
dromie pour l'étude plus approfondie de ces singularités. 

Ces travaux m'ont servi de guide dans la présente recherche. Pour 
les adapter au cas actuel, où /, 9, 4 sont des séries entières et non plus 
des polynomes, j'ai considéré d’abord les diverses déterminations des 
fonctions implicites y(a, u); ce sont là des fonctions algébroides de x 
et de u, en donnant à ce mot le sens que Poincaré lui avait attribué 
dans sa Thèse (Œuvres, t. 2, p. Lu). On les étudie (n° 1 à 3) au voi- 
sinage d’un ensemble de valeurs (tel que x—y—u—o)au moyen 
de cercles de Riemann, en appelant ainsi une partie d’une surface de 
Riemann ordinaire pour laquelle |a| reste inférieur à un nombre 
fixe r. Ces cercles, les lignes de ramification qui unissent leurs feuil- 
lets se modifient avec la valeur de uw. On les rend simplement connexes 
p(æ, y, u) 
s’étudient alors (n° 4, 5), en ce qui concerne la nature de leurs zéros 
et de leurs pôles locaux (c’est-à-dire de ceux qui tendent vers z=y=o 
quand wu tend vers zéro), comme on le fait pour les éléments analogues 
des fractions rationnelles d’un point analytique d’une surface de 
Riemann. On peut, en utilisant les théorèmes de Weierstrass ( Werke, 
t. 2, p. 135) et de M. Goursat (Bulletin de la Société mathématique de 
France, 36, 1908, p. 209) obtenir pour l'étude locale de ces fonctions 
des formes réduites, analogues à celles de la théorie élémentaire des 
différentielles algébriques (Picard, Traité d’ Analyse, t. 1, Chap. IT). 


par le tracé de contours convenables. Les fonctions a(x, uv) = 


Les intégrales I(w) = [dx que j'appelle abéloides, à cause de leur 
analogie avec les intégrales abéliennes, admettent (n° 6) des périodes 
locales de diverse nature, correspondant à des contours fermés tracés 
sur les cercles de Riemann. Considérant alors (n° 7) les diverses 
déterminations I,(w) d’une intégrale abéloide prise entre des limites 
dont les abscisses æ,, æ, sont Fee on établit que ces fonctions I,(u) 
(et par suite les périodes locales) sont solutions régulières d’une 
équation différentielle du type de Fuchs au voisinage du point singu- 
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lier u =o. A ce point correspond un groupe local de monodromie, il 
est étudié (n° 8) dans le cas particulier où les séries /(0, y, 0), 
f(o, 0, u) commencent respectivement par des termes du second 
degré en y et du premier degré en u et où gp —1. 

La méthode de M. Picard permet ainsi de retrouver et de préciser 
les résultats antérieurement obtenus (A. E. N., n° 8 à 13). Ils ne con- 
cernaient que des éléments réels, mais c’est néanmoins en pénétrant 
dans le domaine complexe qu'on arrive à les mieux voir. 


1. Fonctions algébroides. — Soit f(x, y, u) une fonction holo- 
morphe; /(o, 0, 0) étant nul; nous supposons que la série entière 
fo, y, 0) n’est pas identiquement nulle, appelons mle degré minimum 
de ses termes. Considérons seulement les fonctions implicites y(x, u) 
définies par l'équation 


(1) f(z, 3, u)—=0 


infiniment petites avec x et u; ce sont des fonctions algébroides de ces 
deux variables, en attribuant à ces mots le sens que Poincaré leur 
a donné dans sa Thèse (Œuvres, t. 1, p. LI à LXV). 

L'illustre géomètre avait notamment retrouvé (vour lemmes I et Hl) 
une partie d’un théoréme que Weierstrass donnait dans son enseigne- 
ment depuis 1860, mais n’a publié qu’en 1879 ( Werke, t. 2, p. 135, 
n° 40) ('). 

Cette importante proposition permet de substituer à (1) une équa- 
tion algébrique en y: 


(2) F(x, +, uw) y+ (a, &) yy"! +... + Am (OTN <== 10) 


dont les coefticients sont des fonctions holomorphes de «x et de wu s’an- 
nulant toutes pour æ =u—0o. Cette substitution est valable lorsque 


(!) Les lemmes de Poincaré montrent que les fonctions (x, wv) satisfaisant à Pequa- 
Lion fr, v. u) = o et infiniment petites avee et u vérifient l'équation F(x, 7, #) = 0, 


algébrique en »; le théorème de Weierstrass apprend, de plus, que le rapport i est une 


fonetion f, (+, x, uw) holomorphe en x, », &, f1(0, 0, 0) étant différent de zéro. 
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les modules des variables satisfont à certaines inégalités : 


(1) > RE ; ‘ 
(5) GES. 


R étant convenablement choisi, on détermine ensuite 7 et 5. 

Nous pourrons, dans la suite, remplacer les nombres R, r, ¢ par des 
nombres plus petits. 

Si m=1, l'équation (2) définit une seule fonction holomorphe 
y(x,u); supposons (') m22, l'équation (2) a une racine multiple 
lorsque x et # vérifient l'équation 


(6) d(x“, u)—=0, 


où est le résultant des deux équations algébriques en y : 


Fiz. 9, B) == oO F (2, x, 4) = 0, 


cest un polynome en d,(a,U), ..., 4,(x, 4) sans terme constant; 
par suite 6(0, 0) =o. 

Supposons 2(+, 0) différent de zéro: pour lu assez petit, l’equa- 
tion (6) admet des racines x = e;(u) auxquelles correspondent respecti- 
vement des racines multiples y = h;(u) de l'équation (2); l’ensemble 
e(u), hu) définit un point critique algébrique ou point de ramification 
de (2) considéré comme équation en à: et y dépendant du paramètre w. 

Le théorème de Weierstrass-Poincaré, appliqué à (6), nous permet 
encore d'isoler les racines e;,(4) infiniment petites avec u; elles véri- 
lient une équation algébrique 


tt") bes 20) SS ees Db, Quels | Bu) =6 


a coefficients holomorphes en wv s'annulant tous pour u = 0. 

Nous supposerons ret ¢ assez petits pour que les inégalités eu), <r 
ne soient vérifiées que par les racines de (7); autrement dit, intervien- 
dront désormars seuls les points de ramification infiniment voisins du 


(') Le point « = y = o n’est pas nécessairement dans ces conditions un point singulier 
de la courbe f(r, y, 0) = 0; pour qu'il le soit il faut que la série entière f(x. 0, 0) 
wait pas de terme du premier degré, 


SUR LES INTÉGRALES DÉPENDANT D'UN PARAMETRE. 370 


point O(.x = y = 0) lorsque u est infiniment petit. Nous les appellerons 
points de ramification locaux. Admettons, de plus, que l’équation (7) 
n'ait, si u| << 9, de racines multiples que pour vu =o. 


2. Cercles de Riemann. — Regardant u comme un paramètre auquel 
est attribuée une valeur d’abord constante de module positif inférieur 
à o, il nous est possible de distinguer pour |æ|<r les fonctions algé- 
broides y(æx, u) et de préciser la façon dont elles s’échangent. On 
représente d’abord la variable x sur la partie d’un plan simple inté- 
rieure à la circonférence |æ|—r ou circonférence.l'; on utilise avec 
Puiseux des lignes L; réunissant les points critiques locaux e; à cette 
circonférence et que nous pouvons ensuite prolonger à l'extérieur 
jusqu’à l'infini, ces lignes ne se croisant pas entre elles. Nous substi- 
tuons ensuite au plan simple m plans superposés en les soudant les 
uns aux autres, comme dans la théorie des fonctions algébriques; on 
obtient soit une.seule surface de Riemann T, soit plusieurs surfaces 
analogues. En ne conservant que les parties de leurs feuillets se pro- 
jetant à l’intérieur de [ nous avons ainsi un ou plusieurs morceaux 
connexes que nous appelons cercles de Riemann. À tout point analy- 
tique, ensemble de valeurs x, y vérifiant la relation (2) et les inéga- 
lités (3), (4), (5) correspond un point d’un cercle de Riemann Érelatif 
à la même valeur de w et inversement. 

En regardant u comme fixe, on rend simplement connexe (") une 
surface de Riemann T formée de m'(m'<m) feuillets plans indéfinis et 
convenablement soudés entre eux, par le tracé de p rétrosections ou 
couples de coupures (a, ,), ..., (a,, b,) qu'on peut unir par des 
coupures auxiliaires ci, ..., €p-1 de façon à obtenir une sorte de 


- chaîne K : (as, b, es (aay Dao», ..., Cp (Gps b,): on suppose K tout 


entière intérieure au cercle de Riemann. On rend celui-ci simplement 
connexe par le tracé de nouvelles coupures d; joignant un point P du 
contour K aux diverses circonférences limites V;. Nous appelons ainsi 
les lignes qui se projettent sur le plan simple suivant la circonférence I’ 
mais qui sont soit des circonférences ordinaires tracées dans un seul 


eee Al vis) Re ren SUR NE LR TE Re 


(1) Voir Prcaro, Traité d'Analyse. t. 2, Chap. XII; Appezt ct GOURSAT, Théorie des 
fonctions algébriques. t. 1. Chap. V. 
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feuillet de T ne rencontrant aucune ligne de soudure de ce feuillet et 
des feuillets voisins, soit un ensemble d’arcs de circonférences; 
chacun d’eux est alors tracé dans un seul feuillet, ses extrémités sont 
sur des lignes de soudure, et l’ensemble des arcs constituant I; peut 
être parcouru tout entier par un mobile marchant dans le même sens. 
Bref, le tracé d’un contour. limite total H rendant simplement connexe 
un cercle de Riemann est tout à fait analogue à celui du contour per- 
mettant de déduire d’une surface ordinaire T une surface T’ simplement 
connexe, de façon qu’une intégrale abélienne devienne une fonction 
uniforme sur 1”(') : les circonférences limites I’; remplaçant ici les 
circonférences de rayon très petit ou très grand isolant les pôles de la 
fonction rationnelle sur laquelle porte l'intégrale abélienne. 


Remarque. — Le cercle de Riemann & et le tracé du contour limite 
total H qui le rend simplement connexe doivent être modifiés lors- 
qu’on change la valeur attribuée au paramètre u; mais il est bien 
évident que le tracé de H peut être fait de telle façon que deux cercles 
de Riemann correspondant à deux valeurs différentes wu’, u” de u soient 
applicables l'un sur l’autre, le mot applicable étant entendu au sens 
de la géométrie de situation. Ceci suppose toutefois que les points de 
ramification restent distincts, c’est-à-dire que les deux valeurs wu’, wu" 
sont différentes de zéro. 


3. Exemples. — 1. Soit d’abord 
Fi 2,. 9). 4) = 43 —a{(s;u)=0; 


a étant holomorphe et alo, 0)=o0; ici l'équation (6) se réduit 
à a(æ, u) — 0, d’où l’on déduit, comme plus haut, une équation algé- 
brique en x : 


D(a, u)=2"+ bi(u)att+.. + b,(u) = (x —e,) (w —e)...(x — en) =O. 
La surface de Riemann T est ici à deux feuillets; en posant 


R—2p+I ou n=2p+2, 


suivant la parité de n, ily a p + 1 lignes de passage ou de soudure: 
PE CU RE 
(1) Voir Apr et Goursat, Théorie des fonctions algébriques, t. 1, Chap. V. 
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les p premières peuvent être prises suivant des segments de lignes, 
droites ou courbes, dont les extrémités sont les points de ramification 


bear Clie En Gal ere) (€2p—1, €2p) 


la dernière est un segment analogue e6,,,,, €s»:» Si n est pair, et 
lorsque 7 est impair, un segment joignant e.,,, à un point < de la 
circonférence I et prolongé au delà de ce point. 

Le tracé du contour K se fait d’après un procédé connu ('); de la 
surface T’ simplement connexe ainsi obtenue on déduit ensuite un 
cercle de Riemann &. Si n est pair, il y a deux circonférences limites 
distinctes l,, l, qu’on joindra par deux coupures auxiliaires d,, d, à 
un point de K (ou qu’on joindra par une coupure sin —2). Si n est 
impair, on a une seule circonférence limite I’, constituée par deux 
circonférences ordinaires tracées dans les deux feuillets, mais quand 
un mobile parcourant l’une d’elles arrive au pointe il doit abandonner 
cette première circonférence, faire le tour complet de la seconde et 
reprendre ensuite sa marche sur la première. 


II. Lorsque l’équation (2) est du troisième degré nous pouvons la 
ramener à la forme 


F(z, J; u) = JS + d(x, u) 3 EL as(æ, u) ae 
Le développement de 
Ô(x, u)—= {ai + 2743 


commence par des termes du second degré au moins; il existe au 
moins deux racines æ—e,, x = é, infiniment petites avec u; s’il y en 
a exactement deux, a;(x, 0) contient un terme du premier degré x, 
et l’on a un cercle de Riemann à trois feuillets réunis par deux lignes 
de ramification unissant le premier feuillet au second et le second au 
troisième (?). 

La surface de Riemann est simplement connexe, il n’est pas néces- 
ee ee penis 2 ve nn 

(:) ArreLz et Gounsar, Fonctions algébriques, Chap. Il. 

(2) L'hypothèse d’un cercle de Riemann à deux feuillets réunis par une ligne de rami- 
fication et comptété par un cercle simple est à écarter, car en suivant une circonférence 


de centre x =o de rayon voisin de r on peut passer de l’une des déterminations de ÿ 
aux deux autres, pour wu =o et par suite pour w voisin de zéro. 


Ann. Ec. Norm., (3), L. — DÉCEMBRE 1933. 48 
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saire de tracer un contour K. On a une seule circonférence limite 
composée de deux circonférences tracées dans les feuillets extremes et 
de deux arcs de circonférence tracés dans le feuillet intermédiaire. 

Dans ce cas, l'origine est pour la courbe f(æ, y, o)=o un point 
d'inflexion à tangente parallèle à Oy; il provient de la réunion de deux 
points ordinaires de la courbe f(x, y, u) = o où les tangentes ont la 
même direction. 


4. Zéros locaux d'une fonction holomorphe sur un cercle de Riemann. 
— Soit 
(S) CARLA ER 


(9) Ole, Ÿ, 4)—=0 


le système obtenu en adjoignant à l'équation antérieure (1) une nou- 
velle équation dont le premier membre est une fonction holo- 
morphe x, y, u et s’annule pour r= y=u=o, 9(0, y, 0) n'étant 
pas identiquement nul. Pour l’étude des fonctions x = E(u), y = y(u) 
vérifiant ce système et sannulant avec u, nous pouvons, comme plus 
haut, remplacer chacune de ces équations par une équation algébrique 
en y a coefficients holomorphes en x et uw s’annulant pour v7 =u — 0, 
soit 

(10) Bi daa, UV a ae ey (i) PRE EE aa END. 


(128) ®O(z, v,u)= y* +a,(x, u) ye +...+ ax, uo 
et égaler à zéro le résultant de ces polynomes en y 


(12) NC U)—=0 


, 


équation que doivent vérifier les fonctions E(w). 

Ce résultant est une fonction holomorphe de + et de w s’annulant 
pour æ—u—o. Écartons le cas où R serait identiquement nul 
(F et ® seraient alors divisibles par un polynome de même nature) et 
celui où R(a, 0) serait identiquement nul, et où les deux courbes 


3, 0)— 0, ®(z, y,0)—=0 


du plan x, y auraient une partie commune; on peut remplacer alors(12) 
par une équation algébrique en x : 


9 
HS, Ric, wy wrap dual Me bu) 206, 


Nasi ee os 
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dont les coefficients, holomorphes en ws’annulent pour v=o; sex 
racines sont les fonctions £(u) cherchées. On sait qu'elles se repar- 
tissent en systèmes circulaires, les racines d'un mème système circu- 


laire étant développables en séries entières sans termes constants 
1 


dont la variable est u*, N est un nombre entier. La théorie des racines 


communes à deux équations algébriques donne les valeurs y = (4) 
ie Q La # a x a 
qu il faut associer aux valeurs trouvées pour æ; ces fonctions ñ{ u) 


1 
tendent vers zéro avec w et sont développables en séries entières en 4" 
(M entier) sans terme constant. Soient 


ne EN EE), PMR) an D ee un) 


les solutions ainsi obtenues pour les systèmes (8), (g)et(10), (11). 
Nous dirons qu’à chacune d'elles £;, 4; correspond un 3éro local de la 
fonction 9 sur l’un des cercles de Riemann associés à l'équation (10). 

L'ordre de ce zéro se définit comme dans la théorie des fonctions 
algébriques, en considérant le développement de o(ax, y, u) suivant 
les puissances de æ — 5 [y — est supposé déduit de (10)] et en dis- 
tinguant deux cas suivant que E(w), n(u) n'est pas un point de rami- 
fication ou coincide avec un point de cette nature. 

Observons à cet égard que les équations exprimant la coincidence 
d’un zéro et d’un point de ramification 


(uw) —e(u) =o, aitu) — h(u)=0 


ont pour premiers membres des fonctions holomorphes d'une 
i 

variable auxiliaire 6 =u? (P entier); remarquons que #— 0 ne peut 

être un point limite pour les racines d'une équation de cette nature. 

Nous pourrons donc admettre que, pour |u| positif et assez petit, on 
a, pour un zéro déterminé &, +, le choix entre deux hypothèses seule- 
ment; le zéro n'est pas point de ramification ou l est constamment. 

En examinant, dans les deux cas, la suite des calculs donnant 
l'ordre d’un zéro, et en utilisant la même remarque, on voit que l’ordre 
d'un zéro local E(u), n(u) ne change pas pour |u| > o et assez petit. 

Pour le calcul de la fonction composée de la variable x et du para- 
mètre w définie par la substitution, dans (2, y, u),à y d'une fonction 


2-5 
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algébroide définie par (10), on peut, d’après le théorème de M. Goursat, 
mentionné dans l’Introduction, sans diminuer la généralité, rem- 
placer 9(a, y, u) par un polynome en y, ®,(æ, y,u), de degré m—1 
au plus, dont les coefficients sont fonctions holomorphes de æ et dew. 


5. Fonctions analogues aux fonctions rationnelles. — Donnons-nous 
maintenant une fraction 


A A Y u a 
(14) &( PA ) p(x, », u) 


dont les deux termes sont holomorphes en a, y, u et substituons à y 
les fonctions algébroides définies par l’équation (10), soit o(z, u) le 
résultat de cette substitution. 

Si le dénominateur ne s’annule pas pour z = y = u — 0, — est déve- 


loppable en série entière par rapport à ces trois variables; il en est de 
même de g(x, y, u) et nous sommes ramenés au cas où g est holo- 
morphe. 

Nous supposerons donc ©(0,0,0)—o et 9(0, y, 0) non iden- 
tiquement nul. La fonction g peut admettre alors, sur les cercles de 
Riemann, des zéros locaux provenant de J et des pôles (') locaux 
(tendant vers 2 =o lorsque w tend vers zéro), provenant des zéros 
de o et dont les ordres se définissent comme pour les fonctions algé- 
briques; ici encore, l’ordre ne se modifie pas pour || positif et assez 
petit. 

Comme plus haut, nous pouvons encore, pour définir &(æx,u), 
substituer à 9 et à Y deux polynomes ®, Wen y à coefficients holo- 
morphes en x et u; on ne diminue donc pas la généralité en prenant 


W(z, y, u) 0 Pix, u)y"1+86,(x, u)y"2+... 


(tov ela. TU) — i 
) e( pt ) PD(zx, ¥; u) A (2X, u)y™—! + a(x, it) ys seek 


On peut même obtenir que le dénominateur soit indépendant de y 
en utilisant un théorème d’Algébre utilisé dans la transformation des 
différentielles algébriques (?). Soit R(x, u) le résultant des deux poly- 
PN ares Roman de a «x récent nd mn orge ra, Solely 


(1) Prearp, Traité d'Analyse, t. 2, Chap. XIIT. APrELz et Goursat, Théorie des Sonc- 
tions algébriques, t. 1, Chap. IV. 
(?) Prcarp, Traité d'Analyse, t. 1, Chap. Il. 
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PER We de Oe, UV ee, 


ae : 


Dany ee) du ) I StI VOT ess 


il existe deux polynomes en y, ®, et F, donnant l'identité 


FD,-+ ®F,—R(z, u), 


les coefficients de F, et ®, se déduisent de ceux de F et ® par des 
additions et multiplications; ils sont donc encore fonctions holomorphes 


de x et de wu. Comme 
y FW 
d Fo 


ene 


et que y est défini par la relation (10) on remplacera g par 


FWY 
FE DEN L 


ANT 

D'autre part, le théorème de Weierstrass permet, si R(o, 0) est nul 
et R(æ, o) non identiquement nul, d'écrire 

Ra ays Rl wu) S(x, u), 
étant un polynome en x dont les coefficients holomorphes en « 
s’annulent pour 4 — 0 : 
Rasa) ze bu) at 

et S une fonction holomorphe de x et dew. S(o, o) est différent de zéro. 
& est donc une fonction holomorphe H(x, w) et 


F,WH 
— 


ES Pr 


Nous remplacerons, comme plus haut, le numérateur par un nouveau 
polynome Y”, de degré m—1 en ya coefficients y(a, u) holomorphes 
et substituerons en définitive à g le quotient 


At 4h Vi 2%. (2 u EE FANS 
(16) #(T, qin SR AU slide! a andl Ge AM 
4 ver) R iD, QU) BPS" ew: 


et nous mettrons même en évidence les abscisses £(u) des pôles 


252K 
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locaux de g(a, y, 4) en écrivant 


(a) a+ by(u) x" +...= [wv —E,(u)][% — bs 2(u)]...[a— E,(u)]. 


La forme réduite (16) sera utilisée plus loin. . 


Remarque. — Dans certains cas, il est intéressant de mettre en 
évidence les points de ramification e,(w) comme pôles possibles; on y 
parvient en écrivant 

POSTES TS 
ST NU)= =e F? 
WF, 
® 
diquer, en remplaçant son dénominateur par un polynome en x. 


6. Intégrales abéloides et périodes locales. — Les fonctions précé- 
dentes g sont, pour une valeur donnée de w, analogues aux fonctions 
rationnelles d’un point analytique sur une surface de Riemann consi- 
dérées dans la théorie des fonctions algébriques. 

Les intégrales 


Le Ve 
LT}, U)AZ, 


bags Ti 


prises le long d’une ligne L tout entière intérieure à un cercle 
de Riemann correspondant, pour cette valeur de wu, à l'équation (2) 
définissant la fonction algébroide y sont par suite analogues aux inté- 
grales abéliennes; nous les appellerons intégrales abéloides. Parmi les 
propriétés que ce rapprochement amène à reconnaître, nous signalerons 
les suivantes, qu’il suffit d’énoncer : 


1° Considérée comme fonction de sa borne supérieure, c'est-à-dire 
du point analytique æ,, y,, une intégrale abéloide est régulière en tous 
les points du cercle de Riemann, sauf en un nombre fini de points 
singuliers, pôles locaux de la fonction g(x, y, u), qui, pour I’ intégrale, 
sont des pôles ou des points critiques logarithmiques. 


2° Il ne suffit pas d'indiquer la fonction g et les limites x, He 
: Ya d’une intégrale abéloide pour la bien définir : il faut encore 
connaitre sinon exactement le chemin L d'intégration, du moins sa 


DCS di 


SUR LES INTÉGRALES DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE. 383 


disposition par rapport aux points de ramification e;(u), h;(u). Toutes 
les déterminations de l'intégrale correspondant aux différents che- 
mins L se déduisent de l’une d’elles par addition de multiples de 
certaines périodes. Nous les appellerons des périodes locales en 
rappelant ainsi que les chemins L sont tout entiers intérieurs à un 
cercle de Riemann. (Si /, 9, 4 étaient des polynomes en x, y, l'inté- 
grale abéloide pourrait être considérée comme une intégrale abélienne 
définie dans un domaine plus étendu que le cercle de Riemann, et pour 
laquelle il pourrait y avoir des périodes d’une autre provenance. ) 

Comme pour les intégrales abéliennes, on peut considérer parmi les 
périodes locales des périodes cycliques et des périodes polaires; les 
premières proviennent des contours fermés tracés sur le cercle de 
Riemann et qu’on ne peut réduire à des points par déformation 
continue et se ramènent à 2p d’entre elles correspondant aux 
coupures a;, b;; les périodes polaires sont les valeurs de l'intégrale 
abéloide prises le long de petites circonférences entourant les points 
singuliers logarithmiques. 

Mais il faut ajouter une troisième classe de périodes locales données 
par les valeurs de l'intégrale prises le long des circonférences 
limites TP; (n° 2). 

Ces diverses périodes ne sont pas nécessairement indépendantes; 
quelques-unes peuvent ne pas exister, tel est le cas des périodes 
polaires lorsqu'il n’y a pas de points singuliers logarithmiques, ou 
celui des périodes cycliques lorsque la surface de Riemann T se trouve 
simplement connexe sans contour K (vor exemple II, n° 3). 


30 Faisons maintenant varier le paramètre #, et supposons même 


| que x,, La soient fonctions analytiques de wu mais restent distinctes des 


coordonnées des points de ramification et des autres points singuliers : 
le chemin d'intégration L se déformant de façon continue mais sans 
jamais passer par un point singulier. L'intégrale abéloide est alors une 
fonction analytique de u (A. E. N., n° 12). 

La restriction peut étre impossible a réaliser pour certains chemins 
et pour u=o, car les points singuliers viennent alors se réunir tous 
au point 2 =o; le chemin doit lui-même passer en ce point; il 
convient donc d’étudier cette valeur singulière. 
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Cette étude a été faite par Fuchs et par M. Picard dans le cas des 
intégrales abéliennes où /, ?, sont des polynomes en x, y, u; nous 
allons adapter leurs méthodes et leurs résultats au cas où /, 9, Ÿ sont 
fonctions holomorphes. 


4 Etude du point singulier u—o. Nous supposerons que les 
abscisses x,, æ, des points analytiques limites de l'intégrale abéloide 


La Ye 
‘i GUL, yy tl) de 
rv 


Pol Med 


sont toutes deux égales a7; les ordonnées sont fonctions analytiques 
de u; les autres cas se raménent à celui-là par additions de fonctions 
holomorphes de w. Considérons les divers chemins tracés sur le cercle 
de Riemann joignant r, y,(r, u)etr, y.(7, u); les intégrales corres- 
pondantes sont des combinaisons linéaires d’un nombre fini d’entre 


elles, soit 
I=m,1, + ml-+...+ mela, 


les coefficients m sont des entiers (positifs, négatifs ou nuls). Les 
périodes locales de l'intégrale sont également données par de telles 
combinaisons linéaires. 

Intégrales et périodes appartiennent donc à la famille de fonctions 
de u définie par 


(RS TUE Hae hy lie. Moule, 


où les « sont des constantes arbitraires. 

Elles vérifient une équation différentielle linéaire qu’on obtient en 
éliminant les constantes « entre la relation (18) et celles qu'on en 
déduit en la dérivant 


rp 89! ; dl, dl, 
da) St du UT 
din i, . d'1} 
du due he” 
et en s’arrétant dès qu'on trouve une forme linéaire en «,, ..., 4, qui 


dl 


n’est plus indépendante de celles qui la précèdent, soit ome 
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Les coefficients P de l'équation obtenue 


d'y a 
(19) PRE EP ee 
J du! wae 


MN rev) 
se calculent par des dérivations des multiplications des additions 
portant sur les intégrales I,. Celles-ci sont relatives à des chemins qui 
se déforment avec wu sans passer par les points singuliers si |u| > 0; 
elles sont alors fonctions analytiques de w, et il en est de même des 
coefficients P; «=o ne peut être qu'un point singulier isolé pour les 
solutions de l’équation (19). 
Montrons que cette équation appartient à la classe étudiée pur Fuchs(*), 

_ celle dont les solutions sont régulières au point singulier u=o0, c’est- 

_à-dire que dans la solution générale, obtenue par combinaison linéaire 
de groupes de solutions du type suivant : 


(yal ONU } 


| LUE 
(20) « 


9,(w)9,(logu) + 92(u)]. 


| a= Toit u)G,(logw) + o,(u) 9,-4(logu) +..-], 


où les 0 sont certains polynomes en logy, les fonctions uniformes o(u) 
n’admettent pas 4 =o comme point singulier essentiel. 

Pour cela, nous établirons que les modules des intégrales I; restent 
inférieurs -à une expression de la forme Afu!°, A et B étant des 
nombres positifs convenablement choisis. La fonction g peut être 
considérée (n° 5) comme une fraction dont le numérateur holomorphe 
enw, y, u reste en module inférieur à un nombre wu, et dont le déno- 
minateur est le produit (17) : | 


Pe rele). ..[e——cp( au), 


Dans le plan de la variable à, ou plutôt dans les feuillets corres- 
pondants du cercle de Riemann, enfermons les points £,(w)...5,(u) 
dans des cercles c,, ...,c, ayant pour centres ces points et pour rayon 


——— a 


(1) La théorie de Fuchs (Journal de Crelle, 1. 66 ct ms est devenue classique; elle 
est exposée dans le Traité d'Analyse de M. Picard (t. 3, Chap. XL) et dans le Cours 
d’ Analyse de M. Goursat (t. 2, Chap. XX). D pen aux intégrales abéliennes à été 
faite d’abord par Fuchs (Journal de Crelle, 1, 71 et 73). 
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commun {u|*, l’exposant À étant un nombre supérieur aux exposants 
des termes de moindre degré des séries donnant les développements 
des différences E,(w) — E;(u), E(u)— en(u), e(u)— eu) suivant les 
puissances (à exposants entiers ou fractionnaires) de w. (Si quelque:- 
unes de ces différences sont identiquement nulles on les écarte.) 

Les cercles c,, ...,c, sont extérieurs les uns aux autres; pour | w| 
suffisamment voisin de zéro on peut donc éviter que les chemins L,, 
L,, ..., L, suivant lesquels sont prises les intégrales I, I., ..., I, ne 
pénètrent à l’intérieur de ces cercles, par suite 

|\a—E,J>lup, 2, e—El>lel 
et ‘ 
lg(z,y,4)|<plul%, N=nd. 


On peut évidemment trouver un nombre A surpassant la longueur 
de tous les chemins d’intégration (‘) et l’on a bien 


Lips Tier AsAp Jia. 72). 


Des inégalités analogues s’appliquent aux solutions 7,, ..., 4 
formant le groupe (20), on en conclut de proche en proche que 9,,..., 
9, ne peuvent admettre vu = o comme point singulier essentiel; c’est 
l'extension du théorème de Fuchs que nous devions établir. 


8. Groupe local de monodromie. — Lorsque le point représentant la 
variable wu décrit dans son plan une courbe fermée en tournant autour 
de l’origine et revenant à sa position primitive, les chemins L,, ..., L, 
et les intégrales I,, ..., 1, se modifient; les valeurs I, ..., I, qu’elles 
ont au retour sont évidemment des fonctions linéaires à coefficients 
entiers des valeurs I,, ..., I, qu’elles avaient au départ. Les substitu- 
tions linéaires ainsi définies forment évidemment un groupe que 
nous appellerons groupe local de monodromie. 

M. Picard (*) a donné, à propos des intégrales abéliennes des 
exemples de détermination directe de ce groupe; cette détermination 


eee 


(') On suppose ici que le point représentatif de la variable une tourne pas indéfiniment 
autour de w= 0, ce qu’on peut évidemment obtenir. 

(2) Four (notamment son Ouvrage récent : Quelques applications de la théorie des 
courbes et des surfaces ulgébriques, Chap. V, Section I, D2 130, 


FRET CRUE 
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est intéressante parce qu’elle donne les exposants caractéristiques 7 
relatifs au point singulier u — o de l’équation (19) et permet de pré- 
ciser la nature des intégrales I;(w). 

Nous appliquerons sa méthode en supposant l'équation (2) de la 
forme 

R= Re, u)—= À x" + 
R étant un polynome de degré nen æ, à coefficients holomorphes enu 
s’annulant pour # — o, sauf le coefficient A de x" qui est supposé 
constant. 

Pour une étude complète, il SERRE de faire diverses hypo- 
thèses concernant la répartition en systèmes circulaires des racines 
e,(u), ...,e,(u) du polynome 

Wo} we) AE ee)" (rie), 


nous nous limiterons au cas le plus simple, celui où le développement 
en série entière de R(o, u) commence par un terme du peace degré 


en u;e,,...,e, sont donnés par des séries entières en u” commen- 
çant par des termes du premier degré. 
Nos intégrales abéloïdes sont ici de la forme Hf P(a,y,u): se P étant 


le quotient de deux fonctions holomorphes; on peut (n° 5) substituer 
à P le quotient d’un binome y,(a, u)y + y(x, u) à coefficients holo- 
morphes en x et u par un polynome ena, x" + b(u)æ"-'+...à coeffi- 
cients holomorphes; nous restreindrons encore notre bide au cas ou 
ce polynome se réduit à une constante; en d’autres termes, nous 


P 
admettons que les seuls points critiques locaux de la fonction g = sont 


les points de ramification et sont des pôles du premier ordre. M inté- 
grale est alors de la forme 


202 u co 
De de + | Pyle Uh 
: 


le second terme est fonction analytique de u; nous étudierons donc 


d Sasi. 1e 
(22) Muy | ae. 


Nous utiliserons la méthode des lacets, plus simple ici que l'emploi 
des cercles de Riemann; nous prenons les limites de l'intégrale toutes 


19. 
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deux égales à r; les diverses valeurs de l'intégrale s’obtiendront en 
ajoutant celles qui correspondent aux divers lacets que nous allons 
définir. 

Représentons dans le plan de la variable x les points ¢,, €, ..., en 
qui diffèrent évidemment peu des sommets d’un polygone régulier, de 
centre O(æ— 0), de petit rayon, |u| étant supposé petit; ces points 
sont numérotés dans l’ordre où les rencontre une demi-droite issue 
de O tournant dans le sens direct autour de O et partant de la demi- 
droite OA, en appelant A le point æ —r. 

Le lacet L, sera constitué par une ligne A, partant de A, aboutissant 
en un point <, tres voisin de e,, mais ne traversant aucun des segments 
rectilignes Oe,, ..., Oe,, par un petit cercle c, de centre e, sur lequel 
on fera un tour, et enfin par le chemin A, parcouru en sens inverse du 
sens primitif. 

On peut prendre, par exemple, À, constitué par l’are AE, de la cir- 
conférence F(|æx!= 7) parcourue dans le sens direct de rotation autour 
de O et par un segment rectiligne E,<, porté par la droite Oe.. 

Soit I, la valeur de l'intégrale prise le long de ce lacet L,; la déter- 
mination initiale de y étant désignée par y,. 

La valeur de l’intégrale correspondant à une courbe fermée partant 
de A et y revenant est de la forme |= %a,l,, les « étant des nombres 
entiers positifs, négatifs ou nuls. En particulier pour la circonférence 
de rayon r décrite dans le sens direct, il est facile de voir que l'inté- 
grale a pour valeur 


C= I, — | ee = {+ — Let niet ie Le 


le dernier signe est — pour À» pair et + pour rn impair. 
L'intégrale | admet des périodes locales, qui sont des combinaisons 
linéaires à coefficients entiers de 7 — 1 d’entre elles, par exemple de 


Q,=1I— 1 


: ae RS — 1: Re 224 ES Pi 


Supposons maintenant que wv décrive dans son plan un petit cercle 
u|=£g"<p en tournant une fois dans le sens direct; les points e,, 
C2 ..., €, décrivent des courbes voisines d'ares de cercles de centre O 
et viennent évidemment occuper les nouvelles positions 


’ ' , 
€, — Ca, Ca — Cas . En — C3. 


sans." 


SUR LES INTÉGRALES DÉPENDANT D'UN PARAMÈTRE. 389 


Les lacets L se déformant en mème temps d’une façon continue, 
soient L’ leurs positions finales; pour les n—1 premiers lacets 
Li, ..., L,_, équivalent à L,, ..., L,; pour le dernier lacet L, équi- 
vaut à un tour complet sur C autour de O, au lacet L, et à un nouveau 
tour en sens inverse autour de O. oe a dane pour les nouvelles valeurs 
I’ des intégrales I, 


1,= tual 
lorsque sn. Pour s—n deux cas sont à distinguer suivant la 
parité de n : 
Lorsque n est pair, après un tour complet de x sur le cercle I’, y a 
repris sa détermination initiale, et l’on trouve 


I,=2C+1,. 
Si n est impair, y est remplacé aprés un tour par — y, puis aprés par- 


cours de L,, par y, et les intégrales correspondant aux deux tours 
sur L ont une somme nulle; donc 


l,—=— 1. 
En définitive, le groupe local de monodromie de l'équation diffé- 
rentielle d’ordre n admettant I,, ..., I, comme solutions est 


CESR FA PT ERA Bie 1,=2C+L—=—1l,+2L—-021,+...+021, 


pour n pair 


aay it, 1, | PA oaks | Peng ie L2=1, pour 2 impair. 


wt 


Etudions les équations Si AH ets (') correspondant à ces 
deux cas : 


1° Pour n pair, l'équation caractéristique est 


ae 1 Le) O Sur oO O 
10) == À I 19) see oO oO 
(25) A(s)= Peete =e == 0 
(a Le) 0 18) —S I 
a i 2 219 2 DD 


(1) Voir Goursat, Cours d'Analyse, t. 2, Chap XX; Picanp, Traité d'Analyse, \. 3, 
Chap. XI. 
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Ajoutant aux éléments de la dernière ligne ceux des précédentes 
multipliées respectivement par —1,+1,—1,...,—1, on met en 


facteur s — 1 dans la dernière ligne et l'on a 


As) Ss 227A (ST 


A,(s) étant un déterminant dont les n — 1 premières lignes sont les 
mêmes que celles de A et dont la dernière est 


pe — | | al. es... L, = ihe 


En ajoutant aux éléments de la derniére ligne ceux des lignes de 
rang impair on met encore s —1 en facteur : 


Ads) = (s 1)" Apts), 


les n — 1 premières lignes de A, sont identiques à celles de A et A,; la 
dernière ligne a pour éléments 


Lg 0, ul; O, ee ty soi Day Ate 


En développant A, par rapport aux éléments de cette dernière ligne, 


on trouve 
Al 3) Peur 1)2(s"—? sgt bat gh ry, 


L’équation caractéristique admet donc la racine double s — 1 et des 
21k T 
racines simples de la forme s,=e " , & prenant les valeurs 1, 2, ..., 
. 19 : n 
n—1 à l'exception de =: 
1 , . . 4 
D'après la théorie classique, en posant r,— — = —} 
p q Pp ‘= sr logs, ~ à chaque 
£ 
racine simple s, correspond une intégrale u’,(w) qui est le produit 
; 
de w" par une fonction uniforme 4;(u), fonction pour laquelle v=o 
ne peut être qu’une singularité polaire. A la racine double s =1, cor- 
respond un groupe de deux intégrales, qu’il faut étudier de plus près. 


On voit aisément que C est l’une de ces intégrales; et si l’on pose 


aan tet hae) oe 


les relations (23) donnent 


2S'=T,+1,+...+1,=2C—+08, 


i] 


<n ene 


PRE ee a M ENT 
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Done C et S constituent deux intégrales auxquelles correspond la 


substitution canonique 


C=6, D'=C+S, 


— logs est nul pour s = 1; et 


le nombre r — 
4 UTC. 


Cu), S— (uw) logu + y(u); 


Let sont uniformes au voisinage de u = 0. 
2° L'équation caractéristique lorsque n est impair s'écrit 


RE 0 0 0 
Re AT D 0 0 
(st) =O. 
oO Oo O — + L 
=] oO oO 6) — § 
; 2 A+ IT 
Ses racines sonts,=e ”  , elles sont toutes simples; il leur corres- 
2k+1 


2kK +1 Fe: ——- F 
pond des exposants 7;= —— et des intégrales u ** Y,(u), (44 uni- 


forme ). 
En définitive, les intégrales I sont de la forme : 


1° n par, 
2—1 i 


lex, au br(u) + By p(w) + 5,1 4(u) log u + ytu)], 


k=1 


Ee NE eae : 
l'accent de Ÿ signale que la valeur #4 = — doit être exceptee ; 


é . : 
2-n Lmpatr, 


a ages 
=> argu 2” b(t). 

k=0 

Dans ces formules, les lettres a, 8 désignent des constantes, les 
fonctions W, Ÿ,7 sont uniformes et u —0 ne peut (n° 7) être qu'un 
point ordinaire ou un pôle pour ces diverses fonctions. 

Appliquons ce résultat à l'intégrale I, relative au lacet L,, pour 
n pair; soient a}, 31, 8! les valeurs des constantes. Quand l'argument 
de u augmente de 27 on passe de I, a I, et l’on obtient ainsi les 


26 
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constantes «3, 37, 82 correspondant à l'intégrale I, relative à L, : 
ai=ae *; im Bitoirps, Pi. 


On en conclut que pour la période Q, = I, — I, la constante 3, est 
nulle; on. voit de la méme facon que les périodes locales Q; ne con- 
tiennent pas de terme en logu. 

Lorsque les coefficients des séries entières en æ, y, u que nous 
avons utilisées sont tous réels, quelques-unes des intégrales précé- 
dentes se raménent à des intégrales prises le long de l’axe des quan- 
tités réelles du plan de la variable x. On a donc retrouvé et précisé 
ainsi les résultats (') donnés antérieurement (A. E. N., n° 13). 


(1) Signalons un lapsus à rectifier dans cet article (p. 379, ligne 5 en remontant) : la 


or “ à LE rar : . 
série entière qu’il faut considérer à propos de l'expression —= est toujours formée avec 


/S 
2 : I à Fire tat seme 3 . n ‘ 
les variables = et v, sans qu’il y ait lieu de faire intervenir —- Comme m— - est entier 
z 2 
pour 7 pair, et ne l’est pas pour x impair, les termes en logy et logu ne se présentent 
que dans le premier cas. 


ERRATA 


Page 384, ligne 5, au lieu de 4, lire, n° 7. 
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SUR LES 


PERIODES DES INTEGRALES DOUBLES 


ET SUR UNE 


CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES” 


Par M. Émize PICARD 


« On sait que, étant donnée une courbe algébrique dépendant d’un 
paramètre « 
FAN x) —0, 
où f désigne un polynome en æ, y, et a, les périodes d’une intégrale 
abélienne relative à cette courbe 


[ Bley a) de 


(R étant rationnelle en æ, y, et) sont des fonctions de « satisfaisant 


à une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont ration- 


nels ena. 
Un probléme analogue se pose de lui-méme p 


algébrique 


our une surface 


(2,7; 5; x) —0, 


endant d’un paramètre «. Afin de bien préciser, supposons que, 


eS es 


dép 


peer  — 
ient de lire de M. Émile Cotton sur des intégrales contenant un 
paramètre me remel en mémoire une Note que j'ai publiée il y a longtemps dans les 
Comptes rendus : Sur les périodes des intégrales doubles et sur une classe d'équations 
différentielles linéaires (Comptes rendus, 134, 1902. Pp. 69-71). Je la reproduis ici sans 
modifications. Je ne suis jamais revenu sur les équations différentielles qui y sont 
signalées; leur étude mériterait peut-être d'être poursuivie, et il serait intéressant de 


former effectivement quelques exemples. H.-P, 


(*) Le travail qu’on v 


PICARD. 
394 ÉMILE 


pour x arbitraire, la surface soit de la nature de celles que nous envi- 
sagions dans une Communication récente, et, pour prendre le cas le plus 
intéressant, considérons une intégrale double de seconde espèce 
Î ‘O(a, ¥, 2, %) dx dy 

Serr. ee 


a 


(1) 


Q étant un polynome en +, y, 5 et «. Les périodes correspondant à des 
cycles à deux dimensions tout entiers à distance finie sont des fonc- 
tions de a satis faisant à une équation différentielle linéaire. 

On peut obtenir une telle équation en procédant de la manière 
suivante : Posons 


toutes les intégrales doubles 


sont, comme (1), de seconde espèce. Si l’on prend y assez grand, on 
est assuré de pouvoir déterminer des fonctions rationnelles A, de a, 


telles que la somme 

ins dx dy 
soit de la forme 
(2) fi F ee D de dy, 


a 


U et V étant des fonctions rationnelles de x, y, 3 et « devenant seule- 
ment infinies à distance finie, quand f, =o. Il résulte de là que toutes 
les périodes considérées w de l'intégrale double (1) satisfont à l’équa- 
tion différentielle linéaire qu'il est possible d'obtenir explicitement 


do) \ dw 
+... + Ayo —O. 
“dat 


A, G) + A, 


Certaines périodes w peuvent satisfaire à des équations d’ordre 
moindre. Il peut arriver, en effet, qu'on puisse déterminer des fonc- 
tions rafionnelles B,, ..., B, de a(v< wu), telles que 


En f f'aees 
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soit encore de la forme (2), avec la différence que U et V deviennent 
infinies pour d’autres continua C que ceux qui correspondent 
pO 

Si done on a une période w correspondant à un cycle qui ne 
rencontre pas les continuum C, l’expression | 


do do) 
Bow + By +. + Br 


sera nulle; mais, dans le cas contraire, elle pourra être différente de 
zéro. 

J'ai d’ailleurs, à un autre point de vue, déja appelé l'attention 
(Comptes rendus, 10 octobre 1899) sur la circonstance qui se présente 
dans ce dernier cas, à savoir qu'on peut avoir, pour une surface 


algébrique, 
RÉCAÆLTER ( a D Jde dy. 


U et V devenant infinies pour des valeurs x, y, = laissant R finie. La 
possibilité de ce fait est l’origine de difficultés dans la réduction des 
intégrales doubles de seconde espèce; j'en ai donné un exemple dans 
la Note citée et j'aurai à revenir sur ce point, qui est de grande impor- 
tance. » 


Note additionnelle. — Dans le Tome If de mon Traité sur la théorie des fonctions 
algébriques de deux variables indépendantes, j'ai depuis lors consacré plusieurs cha- 
pitres à ce que j'ai appelé les intégrales doubles de seconde espèce d’une surface algé- 
brique et à leurs périodes. On y donne en particulier le nombre des intégrales doubles 
distinctes de seconde espèce et le nombre de leurs périodes. On peut trouver cette théorie 
résumée en ses points essentiels dans mon livre : Quelques applications analytiques de 
la Théorie des courbes et des surfaces algébriques, de la Collection des Cahiers seienti- 


fiques de M. Julia (1931). E: P. 
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